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AVVERTIMENTO 



Ho conservato a questa Memoria lo stesso titolo già adoperato da 
Eulero e da Terquem j>er opera di simile argomento (K Noii- 
telles Annales de MatUmatique , par M. Terquem , etc. T. I , 
p. 79 e 196); l’esposizione però ne è più elementare , e la materia 
più completa per molti punti ; come ne giudicherà , dal confronto , 
ogni benevolo lettore. 

Causa a questo mio lavoro fu una nota del Prof N. Trudi , 
sul circolo de' nove punti , inserita nel giornale di Matematiche 
comincialo a pubblicarsi in Napoli lo scoìso gennajo: la lettura 
di questa nota serm a me d ' occasione per riprendere lo stttdio 
di siffatta questione ; donde ebbi tosto a comporne la Memoria , 
che ora indirizzo specialmente ai giovani stttdiosi della Geometria. 
Possa io non ingannarmi nello sperare da 'loro una favoicvole 
accoglienza , principale scopo della mia fatica. 



(ìenova , in (ìiugnn 18 (m. 



a. B. MARSANO 
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CONSIDERAZIONI 

SUL TRIANGOLO RETTILINEO 




Parte prima — Studio della figura. 



1. — O^ni |)unlo della liissellrice di un angolo essendo senijne 
ad ugual distanza da' suoi lati, e reeiinoramente; se si dividano in 
due (larli uguali ciascuno degli angoli interni ed esterni di un trian- 
golo, rincontro di ogni due bisscttrici, partite da vertiei diflerenti, 
riuscirà sempre un punto egualmente distante dai tre lati; per cui 
esso apparterrà ancora in comune ad una bissetlrice partita dal terzo 
vertice: quindi tutte e sci le bisscttrici si incontreranno a tre a ti'c 
in quattro punti distinti, ognuno situato ad ugual distanza dai tre 
lati del triangolo medesimo. 

2. — Se da lai punti come centri, e con tali distanze per raggi, 
si desci'ivano dei circoli, ciascuno di questi sarà tangente alle -dire- 
zioni dei tre lati in discorso, risulUmti perpendicolari alle estremità 
di tre de' suoi raggi; ma un solo circolo però locclierà detti lati 
nei limiti di loro lungbezzc, c dalla parte interna del triangolo ; 
mentre gli altri circoli toccheranno un solo lato all’ esterno, e gli 
altri <lue lati nei loro prolungamenti, ancora dalla parte interna 
deir angolo che comprendono. .\l primo di silì'alti circoli, il cui 
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centro cade per entro il triangolo, all' incontro delle sue tre bisset- 
trici angolari interne, vieti dato il nome di circolo insertilo; ai tre 
altri circoli, i cui centri, fuori del triangolo, si trovano agli incontri 
di ciascuna bissettricc angolare interna colle due bìssettrici angolari 
esterne partite dagli altri vertici, si dà il nume comune di circoli 
ex-inscrilli , od escrilli; distìnguendoli fra loro dal lato che toccano 
esternamente nei limiti ancora di sua lunghezza: perciò si chiame- 
ranno circoli escrilti relalivi ad ognuno dei lati medesimi toccati 
esternamente. 

3. — Pei vertici del triangolo facendo passare un circolo, che si 

dice il suo circolo circoscrillo , ed il cui centro si trova all’ incontro 

delle tre perpendicolari elevate sulle metà de’ suoi tre lati; hanno 

luogo delle relazioni rimarchevoli di posizione e di grandezza fra gli 
elementi di questo circolo e quelli dei circoli predetti, le quali for- 
meranno oggetto di studio dì questa Memoria: dove non si avrà già 
la pretesa di esporre al tutto cose nuove; ma solamente l'intenzione 
di giovare a’ giovani studiosi , con presentar loro d’ una maniera 

elementare alcune delle principali proprietà dei circoli medesimi ; 
unitamente ad altre questioni, che pure vi hanno un’ ìntima cor- 

rispondenza. 

4. — Comincierò dal dimostrare il seguente teorema: 

Il mezzo di ogni arco solleso da ciascun lalo di un triangolo 
nel suo circolo circoscritto , è sempre ad ugual distanza dalle estre- 
mità di questo lalo e dai centri del circolo inscritto c del circolo 
éscriltn relativo , ovvero e dai centri dei circoli escrilli relativi agli 
altri due lati , secondo che si consideri l' arco compreso nell' an- 
golo opposto , ovvero f arco circoscritto a quest’ angolo , sottesi dal 
medesimo lato. 

Sia ABC ( fig. 1.’) il triangolo, 0 il centro del suo circolo cir- 
coscritto, dal quale sian condotti i diametri DD', BE', FF', rispetti- 
vamente |)crpcndicolnri sopra i suoi lati BC, AC, AB, che divideranno 
|)cr metà nei punii H, I, K, ad un tempo che gli archi da loro sottesi , 
nei |)uuti D, E, F per quelli contenuti negli angoli opposti A, B, C, 
e nei punti D', E', F', per quelli circoscritti agli angoli medesimi. 

Conducendo ai punti D, E, F le rette AD, BE, CF, saranno queste 
le tre bìssettrici degli angoli interni A, B, C del triangolo, le quali 
forniranno col loro incontro G il centro del circolo inscritto; e con- 
duccndo ai punti D', E', F' le rette AD', BE', CF', saranno queste 
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le Ut! bisscKi'ici de' suoi angoli esterni, supplemcnlari di A, B, C, 
le quali daranno cui loro incontri U', G", G'" i centri dei suoi cir- 
coli escritti relativi rispettivamente ai lati BC, AC, AB. Infatti è cliiaro 
che saranno ad esempio gli angoli BAD e CAD uguali, come insi- 
stenti sugli archi uguali BD c CD, col vertice A alla circonferenza; 
e parimente saranno ad esempio uguali gli angoli BAG'" e CAG", 
c i loro opposti al vertice, perchè misurati dalle metà degli archi 
uguali BD' e CD'; e così degli altri. Inoltre apparisce manifesta la 
perpendicolarità d' ogni hissettricc interna sull' qslerna al medesimo 
vertice, avendosi appunto rctli gli angoli DAD', EBE', FCF'. 

Gli archi BDC, AEC, AFB componendo insieme I' intiera ciiTon- 
fereuza, sarà la sómma di tre qualunque delle lom metà uguale ari 
una semicirconferenza; dal che derivano le conclusioni seguenti: 

AF + AE-fEF'=AF-fAE-fBD, 

B F 4- B D 4-D F'= B F-f- B D -f A E, 
Ce4-CD-|-DE'=CE4-CD-Ì-AF; 

|)cr cui 

E F' = F E' = B D = C D = niis A , 

D F' = F D' = A E = C E = mis B , 

D E' = E D' = A F = B F = «11* C . ' 

Quindi saranno gli archi 

AD' = AE — ED' = mis B — ?n w C = mis (B — C) , 

BE' = BD — DE' = «ii*A — misC = mis (h — C), 
CF'=CD — DF'=mi» A — wiisB = mis(A — B); 

per cui gli angoli 

ADD' = -f (B — C), BEE'=-f (A— C), CFF'=-i-(A — B): 
ed inoltre l’arco BE'=CF'-|-AD', atteso la differenza (A — C)= 
(A-B)+(B-C). 

Ciò ]H)sto, venendo al teorema enunciato, tiriamo in figura, ad 
esempio, la retta CD, In quale determina i due triangoli CDG c CDG'. 
^el primo di questi CDG, si ha l'angolo DGC misurato dalla semi- 
somma degli archi CD ed AF, c l'angolo DCG’inisurato dalla semi- 
somma degli archi rispettivamente uguali BD e BF; onde tali angoli sono 
uguali, e il triangolo isoscele, vale a dire che si è 11 lato DG = DC. 
Parimente, nel triangolo CDG', si ha l'angolo DG'C misurato dalla 
.semidifferenza degli archi AC e DF', cioè da mezza la differenza 
AEC — DF'=AEC — CE = AE=DF', mentre l'angolo DCG' ha 
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direttamciitc (|urs(a misura; umle qiiesli aiiguli uguali, c il triangolo 
isoscele, vale a dire D(ì'=l)C. l)uiu)ue si eoiichiude la distanza 
DtJ = DG' = DB = DC; e in |>ari modo si dimostreranno le altre 
KG = KG''=EAi=EC, ed KG ^ E G ”= FA = FB. 

Considerando il mezzo D' dell’ altro arco sotteso dal lato BC, si 
unisca pur ipiesto al punto C per la retta CD', che determina ancora 
i due triangoli CD'G" c CD'G'". Sarà, nel primo, l’angolo D'CG" 
misurato dalla scmisomma degli ardii D'C e CF', cioè da mezzo 
l’arco D'F'=D'E-|-l'd'', mentre l’angolo D'G"C ha per misura 
mezza la difl'crenza ABF' — D’C = AF-|-FD-}- DF' — D'E — EC = 
FD = FE'+E'D=EF'-|-D'E; onde l'uno di ([ucsti angoli uguale 
all’altro, c perciò il triangolo isoscele, vale a dire che sarà il lato 
D'G" = D'C. Parimente, nel triangolo CD' G'", si ha l’angido D'CG'" 
misurato da mezzo I’ arco D'F, e.l’ angolo D'G'"C misurato da mezza 
la dilTeronza D'C — AF = D'B — BF = D'F; onde questi angoli uguali, 
e il triangolo isoscele, ossia il lato D'G'"=D'C. Si conchiude per- 
tanto la distanza D'(ì'' = D'G'"=D'B = D'C; e in modo analogo si 
proveranno le altre E'(ì'=E'G"'=E’A = E'C , ed F'G'=F'G"= 
F'A = F'B. 

5 . — Di qui segue un metodo semplicissimo per ottenere con 
esattezza, nel tracciamento della ligura, i centri dei circoli escritti , 
dcduccndoli da quello del circolo inscritto, adoperando all’ uopo il 
circolo circoscritto al triangolo medesimo. Infatti, segnato quest’ ultimo, 
c divisi in mezzo, ai punti 1), E, F, i suoi archi contenuti negli 
angoli A, B, C; basterà condurre le rette indefinite AD, BE, CF, che 
si incontreranno al centro G del circolo inscritto, e quindi portare 
sui iirolungamenti di tali rette le distanze DG', EG", FG" rispetti- 
vamente uguali a DG, EG,FG; mentre, per vcrilìcazionc, dovranno 
esse riuscire uguali a DB e DC, ad E A ed EC, ad FA cd FB. Inoltre, 
uniti siffatti centri G', G", G'", per le rette G'G", G'G'", G' G'", 
dovranno queste passare ai rispettivi vertici C, B, A del triangolo pro- 
posto; c tagliare una seconda volta la circonferenza circoscritta nei 
nuovi punti F', E', D', che saranno i mezzi di esse rette, o cioè dei 
Iati del triangolo G'G' G'" da loro formato. 

(). — A riguardo di questo triangolo G'G"G'" delle bisscttrìcì ango- 
lari esterne di ABC, possono farsi parecchie utili os.servazioni, che 
condurranno pure, convenientemente generalizzate, a rimarchevoli 
<onscgucnze. 



Digitized by Googfe 




!» 

Da prima può vedersi come i suoi angoli tì’, G", (ì"' vengano divisi 
ciascuno, dalla hissellrice inlerua di AHC che vi arriva, in due parli 
ris|icltivamcnte uguali alle metà di due angoli interni di ABC, escluso 
(picllo di parlcn/.a di detta hissellrice, e presi i due rimanenti in 
senso alternalo ris|)etlo a quest' ultima; vale a dire che saranno gli 
angoli: A C'B=-1-C, AG'C = -fB; BG"A=-fC, BG"C = -f\; 
CG"'A=-pB, CG'''B=-^A; come è facile riconoscere immedia- 
tamente per gli archi che li misurano. Quindi ognuno di detti angoli 
G', G”, G'" del triangolo G’G"G'", sarà la scmisomma di due degli 
angoli di ABC, escluso 1' op|K>slo a quel che si considera, ovvero sarà 
il complemento della metà di tale angolo opposto medesimo: avendosi 

infatti l’angolo G'=-^B-|- C = 90“ ^A, l'angolo G”-=-^A 

-f--^C = !)0“ j-B, e l’angolo G'" = A-f •4-B = 'J0“— 4- C; 

atteso la somma j y = daH’es.scre A + B-j-C= 180®. 
Conseguenlemcnle saranno gli angoli-4-A = 90“ — G',4-B = !)0" — G", 
-yC=00® — G'"; e vale a dire i semi-angoli di ABC comptcmcnli 
degli intieri opposti di G'G"G' '. Questi ultimi angoli si Irovcrehbcro 
àneora uguali ai semi-esterni di ABC, che sono del pari i comple- 
menti dei semi-interni dello stesso; cosicché G'=CAG"=B AG"', 
G"=CBG'=: A BG'", G"'=BCG'=A CG" : e dessi pure .sarehbero 
uguali a (|uclli formali dalle tro- bisscllrici angolari interne di ABC al 
loro incontro G, cioè rispellivamentc uguali a BGF ed EGC, ad .\GP 
e DGC, ad AGE e DGB, come si riconosce immedialamculc sulla 
ligura. 

7. — Rispetto al dello triangolo G'G"G"', formalo dalle tre his- 
scltrici angolari esterne di ABC, sulle quali sono ri.spettivamente pcr- 
|)cndieolari le tre bissettrici angolari interne ai medesimi vertici; 
|K)iranno ancora riguardarsi queste ultime G'A, G"B, G"'C come le 
sue tre altezze rispettile, abbassate da’ suoi vertici G',.G", G'" sopra 
i suoi lati opposti G"G"', G'G'", G'G", c le quali si incontrano in 
un punto comune G. Quindi il triangolo ABC |>olrebbc dirsi alla sua 
volta quello dclermiiialo dai piedi A, B, C di tali altezze, uniti insieme 
colle rette AB, AC, BC; ed il circolo di centro- 0, ad esso circo- 
scritto, potrebbe deiinirsi, in riguardo al triangolo G'G''G"' , quello 
condotto per i piedi delle sue tre altezze medesime: in allora adunque, 
dietro il teorema dimostralo, dovrà dislinlamenle rimarcarsi come questo 
circolo ABC passi ad un tempo per i mezzi D', E', F' de’ suoi tre 
lati G"G"', (ì'G'", G'G", e per i mezzi D, E, F delle distanze 
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G'G, G"G, G"'G de' suoi Ire vcrlici G', G", G"' all' incontro G delle 
sue altezze in discorso. 

Or quanto si vien di avvertire per rispetto al triangolo G'G"G'”, 
nel quale ABC iìgura come quello determinato dai piedi delle sue 
altezze, ben si comprende che dovrà egualmente aver luogo per 
qualsiasi triangolo primitivo dato, e cosi pure per I’ ABC medesimo: 
onde si avrà questo teorema: 

Il circolo condono per i piedi delle altezze di un triangolo qua- 
lunque , passa ad un tempo per i mezzi de' suoi tre lati , e per 
i mezzi delle distanze de' »«oij tre vertici all'incontro delle al- 
tezze. 

Inoltre, per le cose dette qui innanzi (n. 6), potrà aggiungersi : 

Tali altezze , ed i lati del triangolo primitivo , sono insieme le 
bissettrici degli angoli interni ed esterni del nuovo triangolo for- 
malo dai piedi delle altezze medesime; riuscendo questi semi-an- 
goli interni ed esterni i complementi e gli uguali di quelli del 
triangolo proposto. 

Ma per legittima che sia questa conclusione dell' avvertito teorema, 
pure converrà procedere a dimostrarlo e stabilirlo direttamente; afline 
di far meglio conoscere altre particolarità della figura, di non lieve 
interesse nella questione che si tratta. 

8. — Essendo ABC il triangolo che si considera, rappresentino 
AL, BM, CN le sue tre altezze; marcando L, M, IV, i loro piedi 
sui lati BC, AC, AB, opposti ai vertici da cui partono; e desi- 
gnando V il loro incontro comune, il quale sarà dentro o fuori il 
triangolo, secondo che sia questo acutangolo od ottusangolo, riuscendo 
al vertice dell’ angolo retto quando sia rettangolo. L' esistenza di un 
tale punto d' incontro V delle tre altezze si giustifica in ogni caso, 
osservando che se, dai vertici A, B, C, si conducano delle parallele 
(da tracciarsi in figura) C'B', C'A', B'A' ai tre lati opposti BC, AC, AB, 
si formerebbe così un nuovo triangolo C'B'A' simile all' ABC, c di 
lati doppj , sopra i quali lati le stesse rette AL,B.M, CN [sarebbero 
a un tempo perpendicolari nei loro punti di mezzo A, B, C: onde 
queste dovranno bene incontrarsi fra di loro in un punto comune, 
che sia il centro del circolo circoscritto ad A'B'C medesimo. Inoltre 
.segue da questa dimostrazione che, dovendo tutti gli elementi lineari 
omologhi dei due triangoli simili ABC e ABC' stare fra loro nello 
stesso rapporto di 1:2, saranno perciò i raggi dei circoli ad essi 
circoscritti l' uno metà dell’ altro ; ed in particolare saranno le 
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disianze dei loro centri ai lati ris|>etlivi le ime metà delle altre 
corrispondenti; vale a dire in figura: OH = — VA, 01=4’VB, 
OK = -^VC;, siccome in altro modo verremo ancora qui appresso a 
queste conclusioni. 

Consideriamo ora i nove punti H, I, K, mezzi dei lati di ABC; 
L, M, N, piedi delle sue altezze; e P, Q, R, mezzi delle distanze 
AV, BV, CV: dico che questi saranno tutti insieme sopra una sola 
e medesima circonferenza di circolo. 

A tale cITcllo, uniamo ciascuno dei sei puuii H, I, K, P, Q, R 
agli altri cinque, per delle rette, le quali riusciranno manifestamente 
parallele ai lati dei quattro triangoli ABC, ABV, ACV, BCV, ed 
uguali alle metà di questi lati corrispondenti ; onde tali rette pure 
uguali e parallele fra di loro a due a due, prese nel dovuto ordine. 
Per tal guisa le figure KQRI, KHRP, Q HIP- saranno dei rettan- 
goli-, le cui coppie di diagonali uguali KR e Ql, KR e IIP, QI e 
HP, tagliandosi per metà, mentre ognuna serve a due rettangoli, 
forniranno cosi un solo punto <u di loro comune intersezione, il quale 
sarà ad ugual distanza da tutti i sei punti in discorso, o vale a dire 
sarà il centro di un circolo che passerà ad un tempo pei medesimi. 
Ma questo circolo passerà ancora per i piedi L, M, N delle tre al- 
tezze di ABC: avvegnaché ognuno di tali piedi sarebbe ora il vertice 
di un triangolo rettangolo avente per ipotenusa opposta una delle 
dette diagonali HP, QI, KR, diametri di esso circolo; onde questi 
punti L, M, N saranno bene compresi insieme sulla sua eirconferenza. 

9. — Per questa proprietà caratteristica che ha il circolo di centro 
a, di passare a un tempo per tutti i nove punti II, I, K, L, M, N, 
P, Q, R, viene esso distinto dai geometri col nome di circolo dei 
nove punti: io lo designerò da qui innanzi colla denom'inazioiie spe- 
ciale di circolo medioscritto del triangolo ABC: sembrandomi ben 
propria al caso ; cosi per la circostanza di occupare esso una posi- 
zione intermedia fra il circolo inscritto ed il circolo circoscritto allo 
stesso triangolo , coi quali ha d' altronde rimarchevoli relazioni di 
posizione c di grandezza ; come ancora per la circostanza di passare 
per i mezzi dei tre lati di ABC, i quali taglia una seconda volta 
ai piedi delle sue altezze; c d'altronde essendo I' unico circolo, che 
distintamente si consideri , fra quelli secanti i lati del triangolo me- 
desimo. 

Addottando la proposta denominazione, si può dire adesso breve- 
mente che il circolo circoscritto al triangolo ABC, è il circolo me- 
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(lioscrilto del Irianjriilo (ì’(ì"(ì"' fonnalD dalle sue Ire bissellriei 
angolari esimie : e quest’ ultimo triangolo si troverebbe poi alla sua 
volta inscritto in altro circolo, che sarebbe uguale (se non lo slesso 
in posizione) a quello detto precedentemente circoscritto al triangolo 
accennato A'R'C' del n.“ 8; siccome ciò apparirà cbiaro dai seguenti 
numeri. 

10. — Dall’esposta dimostrazione risulta immediatamente che il 
raggio del circolo medioscrilto di ABC sarà sempre la nielà del 
raggio del suo circolo circoscritto ; dapimicbè quello è pure un cir- 
colo circoscritto al triangolo HIK, od al suo uguale PQB, simHe ad 
ABC, e di lati metà; onde staranno i raggi nel rajiporto di 1 :!2, 
come i lati omologhi dei triangoli simili a cui sono i circoli circoscritti. 
Inoltre il centro <a , già determinalo dall’ incontro delle tre rette IIP, 
HJ, KB, si troverà ad un lera|K> situato sulla retta OY, clic unisce 
il centro 0 del circolo circoscritto all’ incontro V delle (re altezze, e 
sarà giustamente al mezzo di tale distanza OV. 

Per ciò provare, osserviamo da prima che,e.sscndo la figura II OK(J 
un parallelogrammo, a motivo di Oli e (jK parallele ad AL, ed 
OK e QII parallele a CN, si ha cosi il lato (JH=:QK, OK = (^)lI; 
c conseguentemente OII = QK = APr=PV=-^A V, OK=QII = 
(’B = BY=-^CY; come si ditnostrerebbe del pari essere 0I=11B = 
BQ = QY=-^BY. Quindi se si conducano ad esempio le rette 
II Y c OP, riuscendo la (igura HOPY un parallelogrammo, atteso 
Oli uguale e parallela a PY, sarà cosi il mezzo a: d' una sua dia- 
gonale IIP sul mezzo dell'altra diagonale OY, vale a dire clic 
sarà cu alla metà di OY. 

11. — Besla a dimostrai'si come siano ora le altezze c i lati del 
triangolo ABC , le bissellrici degli angoli interni ed esterni del nuovo 
Iriangolu LMN, formato dui piedi di tuli altezze mede.sinie, riuniti 
fra loro per le rette L.M, LN, ed MN. 

A tal line si osservi che, dietro le parallele della ligura, compren- 
denti sempre archi uguali sulla circonferenza, si avranno gli archi 
P.M c PN uguali fra loro, perchè separatamente uguali allo stc.s.so 
arco QK, al quale è pure uguale 1' arco IB; si avranno gli archi 
QL e QN uguali fra loro, perché uguali allo stesso HB, cui pure 
è uguale l'arco KP, e si avranno in line gli archi BL ed B.M uguali 
fra loro, perchè ciascuno uguale a QII, al quale è ancora uguale 



Digitized by Google 




15 



1’ arco IP: v.ilc u dire, in soslanza, jili ardii P.M=:PN=QK = II1, 
OL^QN^^HR^KP, RL = RM = QH=:IP; e ijuindi i loro sn|)- 
plcmenlari 1I>I = IIN=KI=QR, 1L = 1!S = KH = PR, KL=KM 
= HI = PQ: ciò che appalesa come siano i Ire dianieiri IIP, llj, KR, 
del circolo medioscrillo di ABC, precisamenle cpiclli perpendicolari 
sopra i lati MN, LN, LM del triangolo LMN, al quale è circosrrillo. 
Pertanto essendo P, Q), R i mezzi degli archi conlennii negli angoli 
L, M, >' di questo triangolo, ed II, I, K quelli degli archi eircoscrilli 
agli stessi angoli; saranno in conseguenza (n. 4) le rette LP, MQ, NR 
le tre bisscllrici angolari interne, ed Lll, MI, NK, ossia RG, AG, AH, 
le Ire hisseltrici angolari esterne del triangolo medesimo. Quiinli i 
|)unli V, A, R, C risulteranno i centri dei circoli inscritto ed escritli 
di silfalto triangolo L.MN, dei piedi delle altezze di ARG. 

Qualora fosse A un angolo ottuso (lìg. 2.’), avrebbero luogo in 
complesso le stesse conclusioni; salvo al cangiai-si relativamente di 
posto i punti Q ed R coi loro corrispondenti K ed I, n viceversa; 
trovandosi ora questi ultimi k ed 1 i mezzi degli archi compresi 
negli angoli N ed .M; ed i primi R e^ invece i mezzi degli archi 
circoscritti agli;-stessi angoli; per cui riusciranno NR ed MQ due bi.s- 
scllrici angolari esterne, rimanendo LP interna; ed NK c MI due 
hisseltrici angolari interne, restando esterna Lll. Quindi sarebbe A al 
presente il centro del circolo inscritto nel triangolo LMN, mentre V 
si cangia nel centro di un circolo cscriito, (|ucllo relativo al lato MN; 
e così pure R e G divengono i centri dei circoli escritli relativi rispetti- 
vamente ai lati LM ed LN, mentre lo erano dei lati LN ed LM 
sulla figura 1°. In soslanza, considerati i centri primitivi nell' ordine 
A, R, G, V, si presentano ora questi precisamente nell’ ordine in- 
verso V, G, R, A, per rispetto agli stessi lati MN, LN, LM, a cui si 
rapportano i circoli escritli, ed in ultimo (a tulli i tre lati insieme) 
il circolo inscritto. 

12. — Dagli archi leslè riconosciuti uguali sul circolo medioscrillo, 
risultano pure al momento cogniti i valori dei ^mi-angoli interni ed 
esterni del triangolo LMN,- comparali a quelli di ARG, cd ai loro 
complementi. 

Infatti l’angolo ARM = co»np/A avendo a misura mezzo l’arco 
MN — KQ = MN — NP = MP, che è pur misura dell’angolo MLP, 
metà di L, si ha cosi qacslo MLP=PLN = -^ L=com/)iA. Pari- 
mente l’angolo RAL = comp/R venendo misuralo da mezzo l’arco 
KL — NP = KL — KQ = QL, come l’angolo QML, metà di M, si 
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liii queslo QML = QMN= -^M=:co»jp/B. Infine lu misura ili 
CkL=complC essendo mezzo l’areo IL — MP = IL — IR = RL, 
come quella dell'angolo RNL, metà di N, si conchiude pur que- 
sto R ÌS L = R N M = N = compì C. 

In simil modo, l'angolo A o RAG venendo misurato da mezza la 
differenza KLI — NM = KQ-4-QR-|-RI — MN=QR = NH = MH , 
come lo sono gli angoli NLB ed MLC, semi-esleriii in L, si hanno 
cosi questi NLB=MLC = A. Parimente l'angolo B od ABC avendo 
a misura mezza la differenza NMH — KL = M-)-IH — KL = NI = IL, 
che è pur misura degli angoli AMN e CML, semi-esterni in M, sono 
cosi questi AMN = CML = B. Ed infine l'angolo C od A GB misuran- 
dosi per mezza la differenza MNL — IH=MK+KL — 1H=MK=KL, 
come gli angoli ANM e BNL, semi-esterni in N, si haffiio ancora 
questi ANM=BNL=C. D'altronde tali angoli semi-esterni in L, 
in M, in N, essendo i rispettivi complementi dei semi-interni ai mede- 
simi vertici , si conchiudono al momento quelli uguali ad A, a B, a C , 
dall'essere già questi dimostrali uguali a complK, a compì B , a 
compie. 

Queste conclusioni si modificherebbero alquanto pel raso dell' an- 
golo A oHuso (fig. 2.*); riuscendo allora uguali a B e C i semi-an- 
goli interni in M e in N , e invece uguali a compia e compie i 
semi-angoli esterni agli stessi vertici; mantenendosi tuttavia il semi- 
interno in L uguale a compì K, che sarebbe ora espresso in valore 
assoluto da A —90®; e divenendo propriamente il semi-esterno in L 
il supplemento di A , se leggasi ad esempio (come vorrebbe la figura) 
BLM. in luogo di BLN ; ma nislando ancora uguale ad A , se con- 
tinuisi a leggere BLN, come quando A era acuto. 

i 3. — Nel caso che I’ angolo A sia retto (fig. 3.*) , confond en- 
dosi allora le altezze B.M e CN rispettivamente coi due cateti BA 
e CA , r incontro V delle tre altezze verrebbe in A , assieme ai 
punti M ed N , col P intermedio; ed il triangolo LMN si ridurrebbe 
ad una linea retta LA: la quale però dovrà considerarsi doppia, 
siccome la riunione in un solo dei due lati LM ed LN del triangolo 
generale LMN, il di cui terzo lato MN vien ridotto a zero. Ma que- 
sto terzo lato, benché di lunghezza nulla, pure dovrà ritenersi come 
avente tuttavia una direzione propria determinala; la quale sia quella 
di una retta xy formante con AG un angolo uguale a B, e con AB 
un angolo uguale a G, sempre perpendicolare a PII, che diviene, 
qui la mediana dell' ipotenusa ; conformemente a quanto succede 
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(li MN, nei (lue casi di A acuto, e di A ottuso, fra quali limite 
intermedio il caso di A retto; e per modo tale, che le altezze 
c CN, ossia BA e CA si trovino sempre le bissettrici degli angoli 
LMN ad LNM, formati da detta direzione ly di MN coi due lati 
LM ed LN confusi insieme in LA: la quale LA, od AL, terza al- 
tezza del triangolo AB^r»può dirsi ancora la bissettrice dell'angolo 
MLN di (|uei lati medesimi, ridotto a zero. 

In tale circostanza , il circolo medioscritto del triangolo rettangolo 
ABC, passerebbe per i cinque punti distinti A, H, I, K, L, (per cui 
apiKirircbbc improprio di più chiamarlo circolo dei nove punti) ; 
confondendosi insieme K e Q , R ed I , nel momento stesso che 
M , N , P si riducono al solo A , su cui pure cade il punto V. Si 
dirà pertanto : 

Nel triangolo rettangolo , il circolo medioscritto passa per i mezzi 
de’ suoi tre lati , per il vertice delC angolo retto , e per il piede 
della perpendicolare da questo abbassata sull' ipotenusa. 

Il suo centro sarebbe all'incontro della mediana dell' i|)otenusa colla 
congiungcnte i mezzi dei due cateti ; ed il suo raggio , metà di ognuna 
di queste lince , riuscirebbe cosi uguale al quarto dell' ipotenusa. 

U. — Nei due casi più generali di A acuto, e di A ottuso, ado- 
|>erando la lettera V dell' incontro delle tre altezze , nell' indicazione 
di alcuni angoli , sui lati dei quali si trova ; potranno scriversi in 
comune , per ambedue le ligure , le qui innanzi vedute eguaglianze 
(li angoli , come appresso : 

ALM=ALN= compì A, BML=VMN= compì B, CNL=VNM= compì C; 
CLM=BLN=A , CML=AMN=B, BNL=ANM=C. 

Quest' ultime dimostrano un fatto , che può cosi enunciarsi : 

Le coppie di lati del triangolo LMN fanno con ciascun lato di 
A BC , da cui partono , ed in senso contrario , degli angoli uguali 
a quello di ABC, che si trova opposto al medesimo lato. 

Inoltre da tali eguaglianze di angoli risulta manifesto come i Ire 
triangoli AMN, BLN, CLM, formati ai vertici A, B, C, per l'u- 
nione dei piedi delle altezze a due a due , siano insieme simili al 
triangolo proposto ABC; abbenchè le rette d'unione MN, LN, LM , 
terzi lati rispettivi di quei triangoli , non si trovino altrimenti pa- 
rallele in generale ai terzi lali^di quest'ultimo, BC, AC, AB, 
che pure sono i loro corrispondenti omologhi. Potrebbero siffatte 
rette chiamarsi antiparallele dei medesimi lati ; e cosi deOnirsi 
LMN il triangolo delle antiparallele dei lati di ABC: avver- 
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(ilo clic, por ciascuna in particolare, por esempio MiN, se si 
pi'onilosso sopra AB una parie AM'=AM, e sopra AC una parto 
AN'=A.N, liraudo M'N', si avrebbe un triangolo AM N' ugnalo 
all' AMA, e perciò simile all' ABC, ma tale ora che M’.N' sarebbe 
parallela a BC, avendo gli altri lati omologlii a due a due una co- 
mune direzione. Del resto, questa denominazione di rette antiparallele 
ai lati di un triangolo , sarebbe consimile a quella usata di /lezioni 
antiparallele fatte nel cono sotto certe condizioni, die presentano non 
|KMii analogia con iiuellc delle rette in discorso , per rispetto alle 
basi delle due ligure. 

Io. — Considerando uno di detti triangoli, per esempio l’AMN 
al vertice A, si vede come siano due de’ suoi lati AM e AN le 
projezioni dei lati, ad essi omologhi, AB e AC del triangolo simile 
ABC, fatte sotto la stessa inclinazione deH’angolo A;^ per cui dovrà 
ancora riuscire, in ragion di proporzione, il terzo lato MN dell’ un 
triangolo la projezioue del terzo lato omologo BC dell'altro triangolo, 
sotto la medesima inelinazione stabilita dall' angolo A , fra la retta a 
progettarsi e l' asse che si prenda di projezioue. Per facilità di discorso 
c di scrittura, io converrò di indicare colla notazione projW (ang $) 
la projezioue fatta di una retta qualunque XA’ sopra un asse, a 
cui sia dessa inclinata dell’ angolo o , o , come si dirà più breve- 
mente , la projezioue di X \ sotto l' angolo o : e di tal maniera , 
avendosi di già, nel detto triangolo, il lato \M=:proJ\K{ang \), 
e il lato AN = prq/ AC(angiA), dovrà pure aversi conscguentemente 
il terzo lato —prnj BC {ang Ma di questo fatto può darsi an- 
cora una dimostrazione diretta, fuori dell’analogia, diesi va a indi- 
care qui appresso. 

Ki unisca il punto H ai punti M c<l X, per lé rette HM ed H.N, 
che riusciranno uguali fra loro , ed uguali a BH e CH; attesoché , 
por gli archi dimostrali uguali HM, UN, Kl, QB, sarebbero le corde 
HM:=H.\ = K1=.QR, e quindi pure le stes.se =BH=CH, dietro 
le parallele della ligiira ; ma del resto, avvertendo che H è il mezzo 
dcH’i|)otenusa comune ai due triangoli rettangoli BCM e BCN, si ha 
immediatamente HM=:HX:=:HB=||C. 

Ciò posto, nel triangolo isoscele IIMN sarebbe ciascun suo an- 
golo alla base .MN uguale ad A; poiché questi angoli II.MN ed HNM 
avrebbero per nrisure ri>pettive le metà degli archi UN ed HM, le 
quali già misurano gli angoli BLN e CLM uguali ad A: onde c.ssendo 
partitamcntc HM A)=:-^MN, e ;oq/ UN (niij A) = -^M.N, 
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no soglio la somma , ovvero la liaso iiilicn 

MN= jJTOj IIM(«»i, 7 A)-l-j»o;'llN(a?i(/ A) = pro/ { IIM-j-IIN } (aiig A), 
rioè \iC (ang S.) , a Uose HM-+-HN = IIH+IIC = HC. In 

pari modo si dimoslrcrà essere il lato LN=;Hq/AC(a« 3 iB), ed 
L M A B (««</ C). 



16. — I n’ altra consimile proposizione può dimostrarsi sull' attuale 
fìg\ira , eonsistenlc in ciò che gli stessi lati del triangolo LMN sono 
a un tempo le projezioni delle distanze rispettive AV, BV, CV, sotto 
gli angoli romplcmentari di quelli ai vertici da cui partono. 

Infatti se si unisca il punto P ai punti M ed N , avrcliliesi qui 
ancora un triangolo isoscele PMN, i cui lati eguali P.M e PiN son 
d'altronde uguali a PA e PV; per esserlo (picstc rette a KQ ed RI, 
corde degli archi uguali KQ ed RI, ai quali sono uguali gli archi 
PM e PN: ma del resto, <,‘ssendo P il mezzo dell’ ipotcnusa A V co- 
mune ai due triangoli rettangoli AMV c ANV,si ha immediatamente 
PM = PN = PA = PV. Or gli angoli alla base di questo triangolo iso- 
.scele PiMN sono ciascuno uguale a compì avendo essi a mi.sura 
mezzo l’arco NP, od MP, del pari che gli angoli MLP ed NLP già 
conosciuti uguali a compì e di tal maniera sarà la sua base 
MN = proj P^l(ang. compì \) -j- projVJi(^ang. compì \) = 
proj { P M + P N } (ang. compì A ) , ossia M N = proj A V {aiig. compì A), 
riuscendo la somma PM-l-PN = PA-f-P V=A V. In modo analogo, 
si dimostrerà avei'si parimente LJi = pagììV (ang. compili) , ed 
LM = proj C\ (ang. compie). 

Enunciando insieme queste e le relazioni precedenti , in rapporto 
al triangolo LMN, si dirà pertanto: 

/ lati ilei triangolo LMN, dei piedi delle altezze di ABC, sono a 
un tempo le projezioni dei lati corrispondenti di questo ultimo , sotto 
gli angoli opposti ad essi ; e le projezioni delle distanze de suoi 
vertici all' incontro delle altezze , sotto gli angoli complementari di 
quelli agli stessi vertici. 

Nel caso dell’ angolo A retto, sarebbero di per se e\idenli que- 
ste eonciusioni : M N = 0 = proj B C (ang '30°)=proj A V (ang 0"), per 
A V = 0 ; L N = L M = L A = proj A C (ang B ) == proj A B (ang C) , ed 
—proj BV (ang. compì \H)—proj CV (ang. complC), atteso B\‘=BA=AB, 
C V = (]A = A C , e compì B =: C = B A L , rompi C = B = C A L. 

iV. /?. — Tutte le proposizioni dimostrale dal n.“ 8 in poi , potreb- 
bero egualmente stabilirsi con molla agevolezza , per la proporziona- 
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lilà (lei lati omologhi dei soli triangoli simili risiillanti dalle altezze 
di ABC, e per le proprietà delle rette nel circolo: ma si è voluto 
rendere le dimostrazioni indipedenti da tuli rapporti , afiìn di presen- 
tare gli stessi teoremi sotto un carattere più distinto di Geometria 
pura. 

17. — L’uguale inelinazione dei lati del triangolo L5IX su eia- 
seiin lato (h'I triangolo ABC, da cui partono per coppie (n.'’lA), dà 
luogo ad un’ altra proprietà caratteristica di detto I.MN, |)cr ris|)Ctto 
a tutti gli altri triangoli che si possono formare coi vertici situati sui 
Ire lati di ABC, e che, per tal circostanza, vengono detti triangoli 
inscritti in ABC medesimo. Essa è contenuta nel .seguente teorema: 

H triangolo dei piedi delle altezze di un triangolo dato, è e/uello 
di minimo perimetro fra tulli i triangoli inserilli nello stesso dato. 

Sia DEE (lig. 4.“) il triangolo (|iialunquc inscritto in ABC, che 
voglia paragonarsi, in quanto al perimetro, col triangolo LMN, de- 
terminato dai piedi delle tre altczj:c di ABC. 

Rivolgendo due volle la figura attorno a due lati di ABC, per 
esempio una volta attorno ad AB, ed un’altra volta attorno ad AC; 
i triangoli BM. c CML venendo rihalluli nelle posizioni BM' c CML", 
riusciranno i lati NI/ ed ML" in linea retta con MN, a motivo degli 
angoli BM/=BNL = AN’M , e CML”=CML=AMN'; onde tutto il 
perimetro di LMN verrà tradotto nella sola linea retta L'L". Contera- 
iwrancamenle i triangoli BFD e CED rihatlcndosi in BFD' e in CED", 
sarà il jrerimetro di DEF sviluppalo nella linea spezzata DTED”: 
si tratterà udnuquc di paragonare quest’ul'ima alla linea retta L'L". 

Si tiri la nuova retta D'D"; e, segnale le distanze AL e AD, si 
marchino pure di queste i rìbatlimcnli rispettivi in AL' e AD', in 
AL" c AD ": si avranno i due triangoli isosceli L'AL" e D'AD", i 
cui angoli al vertice comune A saranno uguali, come doppj ciascuno 
dell'angolo A; le parti del quale, in cui vien diviso da AL, e da AD, 
si riproducono le sle.s.sc al di là di AB c di AC, nei rivolgimenti 
fatti della figura. Ma i lati uguali del primo di questi triangoli sono 
minori dei luti uguali del .secondo, a motivo di AL, perpendicolare 
.sopra BC, minore di AD, obliqua: dunque sarà la base L'L" dcl- 
l’uno minore della base D'D " deH'altro dei triangoli medesimi. Or 
la retta D’D" è minore della linea spezzata D'FED", che termina 
ai medesimi estremi: dunque, a fortiori , .sarà la retta L'L" minore 
di D'FED", ossia il perimetro LN-|-NM-f-ML< DF-|-FE-)-ED; 
come si volca dimostrare. 
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Qiipsia coslriizioiip si modilicii, pel caso dell' angolo A retto (llg. Ii.’j, 
in ciò che i due triangoli isosceli L'AL" e D'AD" si riducono 
alle loro sole basi L'L" c Di)'', doppie risi)cUiviimenlo di AL e 
di AD. Frattanto la direzione die prende di per se in (igura la retUi 
L'L", composta dei ribattimcnti indicati della stessa AL in AL' c 
in AL", riesce precisamente quella già avvertita (n.**13), che deve 
sempre conservare il terzo lato M N ridotto a zero del triangolo !.. M N ; 
nel mentre pure che sarebbe la sua lunghezza L'L" il perimetro svi- 
luppalo di questo triangolo stesso ridotto alla retta LA, o meglio al 
.sistema di due rette addossate e uguali alla medesima. 

Ma se r angolo A sia ottuso, la stessa costruzione applicata a que- 
sto caso ((ig. 6.*), portando ad addossarsi i lati NL’ cd ML " sopra 
il lato MN, ci fornisce la retta L'L", non più come somma dei tre 
luti del triangolo LMN, bensì invece come differenza fra la somma 
dei due LN ed LM, ed il terzo lato MN, esistente ftwri del trian- 
golo ABC. Potrebl>e dirsi tuttavia L'L" la somma algebriea degli 
stessi tre lati, convenendo di riguardare V esterno MN come nega- 
tivo : ma non sarebbe più da adoperarsi in proposito la voce peri- 
metro, che significa solo e sempre la somma assoluta di tutti i lati 
di una figura , presi senza segno , cioò |>ositivamcntc. Per accordare 
allora questo fatto coll'esattezza delle frasi, converrebbe sostituire ai 
detto enunciato il seguente , comune a tutti i casi : 

La somma algebrica delle disìàpze ilei piedi delle altezze di un 
triangolo , è sempre minore del perimetro di qualunque triangolo 
inscritto in esso. 

iV. B. — Riguardando negativo il lato MN cstcnio ad ABC, iieH’i- 
|H)tesi di A ottuso; sorgerebbe naturale l'idea di considerare del puri 
altri triangoli inscritti DEF, che avessero uno o due vertici situati 
sui prolungamenti dei lati di ABC: c, prendendo allora negativo quel 
dei loro lati che sortisse intieramente fuoì'i di (|ucst'idtimo , para- 
gonare sempre la somma algebrica dei tre lati di ogni nuovo trian- 
golo inscritto a tal modo, con la somma algebrica o assoluta dei lati 
di L.M.N, ])cr qualun(|ue caso pure dell'angolo A ottuso, retto, od 
acuto. Ma in siffatta generalità non starebbe più vero il teorema; )ki- 
tendo riuscire l'una di dette somme maggiore, o uguale, o minore del- 
l’ultra, a seconda delle posizioni dei vertici di DEF sui prolunga- 
nienli dei lati di ABC. 

Potreblw giiislilicarsi questa as.serzione con l’esame di casi parti- 
colari, e dei modi di variazione che seguono le differenze DF — FE, 
o DE — EF, componcnii la somma algebrica .S=DF — FE-I-ED, 
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allorché i punii P cd E siano presi ad esempio sui prolungamenti 
di BA e di e A al di là di A, e si allonlanino , o si avvicinino, 
l'uno 0 l'altro, od insieme, di più in più al vertice A, juirtendo in 
ispccie da^li incontri della retta IVD" con questi iati medesimi: ma 
ciò mi dilunglierehl)c di troppo dal mio proposito; tanto più che riu- 
scirebbe assai iiojosa una tale discussione, per le molte circostanze di 
figura e di |)osizione, di cui si avrebbe a tener conto , prima di giu- 
dicare del senso di variazione della somma S, a riguardo della retta 
manlemita (issa D'D', e pure a riguardo della somma costante 
L^d:^.M-f•ML=l/L"; aflin di giungere alla conclusione: che, di- 
minuendo di continuo, c per quantità finite, la somma 5, a partire 
da un suo valore maggiore di D'D", può dessa divenire uguale e mi- 
nore di questa D'D", e pure uguale c minore di L'L" metlesima : 
siccome, per grafiche costruzioni, potrebbe ancora facilmente accertarsi 
della verità di questo fallo. 

18. — Biprendendo lo studio della figura 1.’, avvertiremo ora 
su questa una proprietà distintiva di cui gode il punto V d'incontro 
delle tre altezze di ABC, in rapporto ai due circoli circoscritto e 
medioscrillo di questo triangolo medesimo. 

Pel centro co del circolo medioscritto , .si conducano Ire diametri 
SS', Es', T?', rispettivamente paralleli ai tre diametri DD’, E E', EF', 
già considerali nel circolo circoscritto di centro 0 : passando pur 
quelli , come questi , per i mezzi degli archi sotte.si in comune dagli 
stessi lati di ABC, a cui son perpendicolari, e da ambe le parti di 
ciascuno , si avrà la seguente proposizione : 

Il mezzo di ogni arco sotteso da un lato di ABC nel suo cir- 
colo mcdioscritto , riesce sempre in linea retta , c a metà distanza , 
col mezzo dell' arco del circolo circoscrillo sotteso dallo stesso lato 
e dalla stessa parte , e l’ incontro V delle tre altezze. 

Consideriamo ad esempio i punti D c S , mezzi deglf archi BDC eil 
LSil, sottesi nei due circoli dallo stesso lato BC, e da una sua 
stessa parlo: dico che sarà DSV una linea retta, c il punto S a 
metà distanza fra i punti D c V. 

Immaginiamo condotta la retta DV, e prolungata in ogni caso la 
reità cdS (ìmr all'incontro di DV in un punto, che indicheremo pel 
momento colla lettera x: si avranno in figura i due triangoli si- 
mili Vcox e VOI), il cui l'apporto dei lati omologhi .sarà quello 
di 1:5, a motivo di Vro metà di \ () (n." 10); onde sarà V.r 
metà ili VI), ed ax metà di OD. Ma il raggio kS del cìrcolo ine- 
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dio«TÌUo osso la inotà dol ra^'gio OD dol circolo circoscrido; dun- 
(|iio siini cox=o>S, 0 por conseguenza il punto x sul |)Uiilo S: vale 
a dire clic la iella DV passerà precisaineiilc per il pillilo S, il quale 
sarà inoltre il mezzo della slessa. In pari mudo si dimostrerà che S' 
riesce il mezzo della retta D'V, e il mezzo di EV, e cosi degli altri: 
come ancora si verificherebbe lo stesso fatto per le estremità di 
due raggi |iaralleli qualunque dei circoli medesimi ; potendovisi sem- 
pre applicare egualmente la stessa dimostrazione. 

Tutte le rette DS, D'S', E«, ecc. condotte per le estremità di cop- 
pie di raggi paralleli , e direni nel medesimo senso , nei due cir- 
coli 0 cil , concorrendo in comune al punto V ; questo punto 
pertanto sarà «no dei due centri di similitudine dei circoli mede- 
simi, e quello ordinariamente distinto col nome, non del lutto pro- 
prio , di centro di sitnilitudine esterno , e che meglio polrehhe 
chiamarsi semplicemente primo centro di similitudine. 

L’ altro centro di similitudine interno , o piuttosto secondo centro 
di similitudine dei due circoli 0 ed oj , si avrebbe all’ incontro Y 
della linea dei centri Oco con ogni retta condotta per le csiremilà 
d’ ogni coppia di raggi iiaralleli diretti in senso contrario , come ad 
esempio OD' ed al. Si può vedere come tal punto Y rinviene allo 
stesso d'incontro delle tre mediane All, lil, CE del triangolo ADC, 
eondotlc da’ suoi vertici A, U,, C, ai mezzi il, I, K dei lati 
opposti. 

Infatti, segnala la retta D'J, che taglia in Y la retta Ooj, i due 
triangoli simili OD'Y ed cu8Y, dove OD' è doppio di co5, dareb- 
bero conseguentemente D'Y doppio di ?Y, ed OY doppio di <uY; 
per cui la distanza OY = -|-Oq 3 = y - -j- 0 V— -^0 V = -^ Y V, 
ossia VY doppia di OY. Ma dicendo x il punto d’incontro della 
mediana All, per esempio, con la sles.sa retta 0®, si avreblicro i 
triangoli simili AYz ed HOx, nei quali, atteso AV doppia di HO, 
si troverebbe del pari kx doppia di Ila;, e Va: doppia di Oa;: dun- 
que il punto X sarà in Y; vale a dire che la mediana All passerò 
precisamente pel punto Y, dove sarà divisa in due parti, l’una AY 
doppia dell’ altra II Y. In pari modo si dimostrerà che la mediana 1) I , 
e la mediana CK passano insieme al punto Y, dove riusciranno pur 
divise ciascuna in due parti , I’ una doppia dell’ altra. Da ciò si rileva 
adumpic : I .“ c/tc le tre mediane di un triangolo si ineonlrano fra 
loro in un solo punto; 2.® che ciascuna vi è divisa in dite parli , 
funa, che va al vertice, doppia dell’altra, che va al lato opposto; 
cosi che il loro incontro è su ciascuna mediana ai due terzi it 
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jmrlir dal vertice, e ad un terzo a partire dal lato opponto; 5.“ che 
tal punto è il secoiulo centro di similitudine dei due circoli circo- 
Kcritlo e medioscritto del triangolo medesimo ; cssetulone già il 
primo centro di similitudine f incontro delle sue tre altezze. 

Inoltre si può dire die : i tre punti di incontro , quello delle tre 
perpendicolari elevate sulle metà dei tre lati di un triangolo, quello 
delle tre mediane , e quello delle tre altezze , sotto in linea retta 
fra loro , e le distanze di questi punti come 1 : 2 : 5 ; avemlosi 
ftrecisamenle in figura: 0 Y : V Y : 0 V 1 : 2 : 3. 

Se si considerasse il centro del circolo inscritto nel triangolo II I K 
dei mezzi dei tre lati di ABC; fra questo centro, il punto Y, e il 
punto G , si avrebbe un'analoga pro|)osizione; essendo essi in linea 
retta, e nelle distanze proporzionali ai numeri 1, 2, 3. 

19. — Un’ ultima osservazione generale farò ancora sulla figura 
in esame , che porrà fine a questa prima parte delle nostre conside- 
razioni. , 

I teoremi precedenti avendo luogo in comple.sso per (|ualsiasi trian- 
golo acutangolo od ottusangolo , ed anche rettangolo , salvo le de- 
bite modificazioni ; se noi ci facciamo ad applicarli succe.ssivumeiitc 
ai quattro triangoli ABC, ABV, ACV, BCV, si può vedere per 
questi come rimarrebbe invariabile ed allo stesso posto , il trian- 
golo LMN dei piedi delle altezze relative; riuscendo ris|)cttivamenle 
V, C, B, A l'incontro di tali altezze: onde il circolo mcdioscritto 
di ciascun di essi conscrverebbesi sempre lo stcs.so di grandezza c di 
|M)sizione nella figura. In conseguenza pure si manterrà lo stcs.so in 
grandezza il circolo circoscritto ad ognuno di detti triangoli , dovendo 
ognora il suo raggio trovarsi doppio di quello del circolo medio- 
scritto corrispondente ; ma ne cangeranno le jiosizioni dei centri , 
venendo questi a riuscire col centro 0 da parti opposte, e ad ugual 
distanza, dei lati di ABC; siccome -può facilmente dimostrarsi col- 
r attuale figura. 

Prolungando OH al di là di BC, di una quantità HO'=lIO, si avrà 
un nuovo punto 0' tale, che le distanze 0'B = 0'C=-0B = 0C=0A: 
ma, atteso 00' uguale e parallela ad AV (perchè J già OH metà 
di AV), riuscendo la figura AOO'V un parallelogrammo, si ha il 
lato AO = VO'; dunque la dLstanza O'V = O B = 0'C; per cui si 
conosce essere 0' il centro del circolo circoscritto al triangolo BCV, 
ed il suo raggio uguale ad OA. In pari imxlo, prolungando 01 al 
di la di A(m di una quanlilà IO''=IO; e prolungando OK al di 
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lù (li AH, (li tni;i (|iiiinlitii KO'" = KO; si li'ONcraniiu noi |iuii(i 
O" c O"' i nuovi (rulli (loi circoli circoscriUi l•is|)ellivillnen^c 
ili Iriangnli ACV ed AHV; reslamlo sempre i 'loro ra},'gi uguali 
ad OA. 



Parte seconda — Calcolo degli clementi. 



ilo. — Cerclier(\ in quest' altra parte della presente Memoria, di 
eumporre le espres.sioni dei princi|>ali elementi della (ìgiira studiata 
nella parte precedente, in funzione dei Ire lati del triangolo propo- 
sto : per il cliè sarà utile di preparare qui riunite , come in un ipiadro, 
le notazioni particolari, di cui mi varrò nei seguenti calcoli, fler rap- 
pre.senlare alcune linee o grandezze più s|)Csso adoperale; ricorrendo 
* per solilo, nell’ indicazione di tulle le altre, alle lettere della figura, • 
mes.se ai punti estremi che le determinano. 

Essendo AHC il triangolo proposto, rappresenterò, come airordina- 
rio, colle lettere piccole a, b, c, i suoi Ire lati, rispeilivamenle op- 
IMìsti ai suoi angoli A, R, C; e ne indicherò la superficie colla let- 
tera S. Dirò R il raggio del suo circolo circoscritto, di (Tuiro 0; 
r il raggio del suo circolo inscritto, di centro G; ed r', r", r'" 
i raggi de’ suoi circoli cscrìlti , di centri G', G", G'", relativi rispet- 
tivamente ai lati rt, b, c: inoltre designerò con p il raggio del suo 
circolo medioscritlo , di centro w; il quale p essendo la metà di R, 
si scriverà così p=--R, ed /? = 2p. 

Rispetto al triangolo LMN, dei piedi delle altezze di ARC, a cui 
il circolo di centro co, e l'aggio p , è principalmente circoscritto , rap- 
prc.scnterò con X, se, » i suoi tre lati, rispellivamcnlc opposti ai ver- 
tici E, M, N; e indicherò con S la sua superfìcie. Inoltre, occor- 
rendo di considerare i circoli inscritto ed cscrilli di questo triangolo 
LMN, indicherò con t, t', t", t"' i loro raggi rispettivi, che, nel- 
ratlualc figura, corrisponderebbero ai centri V, A, R, C, c sarebbero 
le |)crpendicolari abbas.satc da questi centri sopra ì .suoi lati. Man- 
terrò , in tutto ciò che segue, l’ipotesi dell’ attuale figura, cioè del 
triangolo ARC acutangolo , dove però sono gli angoli A>R>C, c 
|M'rciò i lati (i|)posli a'>b'>e: tornando poi facile il modificare a 
dovere i risultati ottenuti , |>cr farli corrispondere ad altre ijiotcsi di- 
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verse ; eomc sarclìlu! quella Jcll’ angolo A utlugo . o retto , ovvero 
quella del triangolo AIlC isoscetc , o ct/uilatero. 

Raiiprescnlcrò in line con 2p la somma dei Ire lati di ABC, c 
con 2 9 la somma dei (|uadrali degli stessi lati , ponendo cioè 
2p = a-j-6-f-c , c 27 = a- + i^+c^; per cui siano p la semi- 
somma dei lati semplici , e f/ la scmisomma dei quadrali di cpiesli 
lati di ABC. A riguardo del triangolo LMN, iudielierò pure con 2/r 
il suo perimetro X-Hm+v, per cui sia . Ma, oltra cpieste, 

mi occorrerà ciò non di meno di introdurre in seguilo alcune altre 
notazioni, che avvertirò meglio a suo luogo. 

2i. — Da ciascuno dei centri G, G', G", G'", abliassando i raggi 
|»crpcndicolari sopra i tre lati di ABC, determinano essi su (piesli 
lati dei segmenti contali a partir dai vertici, e manifestamente uguali 
fra lor»a due a due intorno ad ogni stesso vertice : per il eliè non si è 
|M)sla alcuna distinzione in figura fra l' uno e l’ altro dei tre raggi 
.d'uno stesso circolo; distinguendoli solo da un circolo all'altro, per • 
un diverso numero di apici messi alle lettere Z delle loro estremità, 
in corrispondenza degli apici apposti alle lettere G dei punti da cui 
|>arlono. 

Frattanto avendosi , dipendentemente dal centro G del circolo 
inscritto, la somma di tutti i sci segmenti dei lati di ABC, 

2AZ + 2BZ+2CZ=a-f-6-t-c=2p, viene la somma di tre qua- 
lunque di essi non successivi AZ-l-BZ-f-CZ=p; e quindi ciascun 
segmento in particolare , AZ=p — a, BZ=p — b, CZ=p — c; os- 
servando che o=BZ-f-CZ. ò = AZ-t-CZ, c = AZ + BZ. 

Dall'eguaglianza 2p = a-|-6 + c, derivando le seguenti: 

2p — 2a=2(p — a)= — o + ò -j-c,2p — 2ò=2(;} — b)=a — b+c, 

2p— 2c=:2(p — c)=a + b — c; si avrebbero i valori più espliciti 
di questi segmenti 

AZ=p— o = + RZ=p — bz=Sj:^, CZ=p— 

essendo la loro somma KZ-\-WL-\-C7j=p=- ~ - ^‘ ' 

Considerando i raggi G'Z' condotti da G', si ha qui la somma dei 
soli due segmenti contali dal vertice op|mslo A , così espressa : 
AZ'-j-AZ'=c-j-BZ'-f-&-}-CZ'=:=e-|-6-}-a , ossia 2AZ'=a-|-6-|-c=2p, 

|)cr cui \l'=p. Quindi segue BZ'=:AZ' — AB=p — c, c CZ'=AZ' — AC 
= p — b; e pertanto BZ'=CZ, CZ'=BZ. Inoltre sarebbe, .sopra il 
lato a, la dislanzaZZ'=BZ' — BZ = (p — c) — {p—b)=b — c, dif- 
ferenza degli altri «lue lati b e c. 
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Aiiidogaincnlo, rnpiwrlo .1 (ì", sarà 117/'=;», AZ"=CZ, CZ"=AZ; 
e, i-appoilo a pure CZ"'=;», AZ"'=BZ, BZ"'=AZ; riiismido 
le (lisUiiizi! 7/1" — a — c, 7/L"— a — b, sopra i lati rispettivi b^c. 

Duiiqiic , riepilogando , si hanno in figura le linee : 

AZ + BZ+CZ=AZ'=BZ"=CZ'"=;», »VZ=CZ '=BZ"'=p — o, 
BZ=CZ'=AZ"'=p — 6, CZ=BZ'=AZ"=p — c; ed inoltre, so- 
pra i lati a, b, c, rispcUivamentc le distanze 7/L=b- — c, 'L'L"—a — c, 
7JL"'=a — t; riuscendo la intermedia ZZ"=ZZ'-f-ZZ'", poiché la 
dillerenza a — c=a — b-\-b—c. Vi sarehhero in figura altre distanze 
cosi notalo ZZ', ZZ", 77/", ina non mi lati rispcllivi a, b, c; le 
ipiali invece sono evidentemente uguali a questi lati a, b, c mede- 
simi; donde seguono poi le distanze Z"Z"'=6-|-c, Z'Z"' = a+c, 
Z'Z" = a4-6. 

22. — Le avvertite relazioni di uguaglianza tra i varj segmenti 
dei lati di ABC, determinati dai raggi di contatto de’ suoi circoli 
inscritto ed escritti , danno luogo ad una osservazione , che nmglio 
scu've a confermare la perfetta analogia esistente fra la cop|)ia dei 
triangoli G'G"(ì"' ed ABC, c la coppia dei triangoli ABC ed LMÌS. 

Infatti si è veduto, ai n.' io e iU, come i lati di I.MiN siano a 
un tempo le projezioni dei lati di ÀBC, sotto gli angoli opposti ad 
essi, e delle distanze dei vertici A, B, C all'incontro V delle al- 
tezze , sotto gli angoli complementari di quelli agli stessi vertici. Ora 
il triangolo ABC essendo jicr rispetto al triangolo G'G"G"', ciò che 
è appunto il triangolo LMN per rispetto ad ABC; deve dunque egual- 
mente combinarsi che i lati di ABC sieno le projezioni dei iati di 
G'G"G"', sotto gli angoli loro opposti in questo triangolo; e sieno 
a un tcni|)o le projezioni delle distanze dei vertici G', G", G'" al- 
r incontro G delle sue altezze , sotto gli angoli complementari di 
quelli ai vertici medesimi. Tali conclusioni si vcrilicano bene al mo- 
mento sidla figura. 

Essendo , pel n.“ G , rispettivamente uguali a G', a G", a G", i 
semi-angoli esterni in A, in B , in C dei triangolo ABC; si ha ma- 
nifestamente ; 

prc^' G'"G"(a«5G') = A Z"'-|- A Z" = BZ -f- CZ = B C, 
proj = ìi7/"+B7/ =AZ-f-CZ = AC, 

pmj C,"(}'(an<j(i"') = C7" +CT =AZ-j-BZ = AB. 

Del |Kui, essendo (n." G) i semi-angoli interni in A, in B, in C, 
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i rispettivi complementi degli angoli interni opposti G', G", G"' ; si 
ha manifestamente : 

proj G'G(ang. compì G') =BZ+BZ' =BZ-)-CZ=BC, 
proj G"G{atig. complG") =AZ+AZ" = AZ-|-CZ == AC, 
proj G"'G(ang. compì G’ ”)= \Z+\Z"'= AZ-j-BZ = AB. 

Questo metodo di dimostrazione si sarebbe potuto applicare anche 
al triangolo LMN, derivato di ABC: potendosi inoltre modificare lo 
stesso in modo , da evitare l’ espressione diretta dei segmenti de' 
suoi lati nella loro somma n, e così il bisogno di conoscere avanti 
tutte le relazioni d' uguaglianza che hanno luogo fra i medesimi. 

23. — I segmenti p — a, p — b, p — c, e la loro somma p, in- 
sieme ai lati a, b, c, di cui sono essi d'altronde funzioni particolari, 
vanno ad entrare di continuo nelle princi|)ali formofe che ci propo- 
niamo di ottenere : per il che si è voluto considerarli d' una maniera 
speciale sulla figura, dove risultano diretUimcnte determinali dalla co- 
struzione indicata. Ne .siano già un esempio le relazioni qui appresso 
dimostrate fra i raggi dei circoli inscritto ed escriui, la superficie S 
del triangolo , e detti segmenti ; in altcndcnza di più eleganti risul- 
tati , che si esprimeranno coi valori dei medesimi. 

Essendo la superficie ABC = GBC-)-(ìAC-|-GAB, ne segue la 

relazione S=-[ «r-|--^àr-|--^cr=-^(a-f-à-f-c)r=pr, da cui si 

s 

ricava il raggio del circolo inscritto r=-- 

i’arimcntc avendosi lo stesso triangolo A BC=G'AB-|-G'AC — G'BC, 

viene la relazione S=-^cr'-l — j- àr' ^ar' = -^(c+6 — a)r' 

= (p — a)r', da cui segue r'=-^: e in pari modo si otterrebbe 

r" = -L. r"'=-^. 

p—b > ' p —e 

Questi raggi dei circoli inscritto ed cscritli sarebbero adunque co- 
gniti in funzione dei tre lati a, b, e, quando lo fosse l'arca S del 
triangolo; ciò che si otterrà in appresso per diflercnti maniere; c re- 
ciprocamente , cognito uno di tai raggi , avrebbesi tosto l' area S di 
conseguenza. 

Frattanto giova avvertire come le dette relazioni somministrando le 
seguenti S=pr=(p — n)r'=(yj — b)r"={p — c)r'", queste verifi- 
causi pure all' istante sulla figura; avendosi, ad esempio, dai trian- 
goli simili AGZ e AG'Z', la proporzione AZ : GZ:: AZ' ; G'Z', ossia 
p — a : r::p ; r', che si traduce nell'eguaglianza pr={p — tì)r'. Per- 
ciò, solo provato S—pr, lonchiudcrcbbesi ancora S={p — a)r', da 
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cui seguirebbe r' — , come si è trovalo direllamenle : inoltre 

iMilrebbe scriversi 

* I' '• V 

Atteso la corrispondenza, che si osserva di continuo, fra le lihqe 
}),j > — «, p — b, p — c, ed i raggi r, r', r", r'"; si eonverrà da 
(|ui innanzi di chiamar (fuelle col nome di segmenti relativi a f/ucsti, 
e pure ai centri cui appartengono: dicendosi in particolare p — a il 
segmento relativo al raggio r', od al cenlrp G'; p — b il segmento 
relativo al raggio r", od al centro G"; p — c il segmento relativo 
al raggio r'", od al centro G'"; e così p il segmento relativo al 
raggio r, od al centro G. Di tal maniera, si potranno allora enun- 
ciare le precedenti relazioni dimostrate , come segue : 

H raggio di ogni cireolo insci'itto od escrilto , è uguale al quo- 
ziente dell’ area del triangolo divisa pel segmento relativo ad esso 
raggio , od al suo centro. 

L' area del triangolo è espressa dal prodotto di qualunque rag- 
gio di circolo inscritto od escritto , moltiplicato pel segmento ad 
esso relativo. 

/ raggi dei circoli inscritto ed cscritti sono inversamente propor- 
zionali ai loro segmenti relativi; ovvero direttamente pr<qm-zionali 
ai quozienti dell' unità divisa per gli stessi segmenti: avendosi infatti 
le proporzioni r : r' ::p — a : p::^ : ‘om|)reiidono 

tutte nella sola continuata r : r' ; r" : r " : ^ 7 ^- 

24. — Calcoliamo il raggio fl del circolo circoscritto. Dicendo S 
il ptinlo dove la bissetiricc AD dell' angolo A incontra il lato oppo- 
sto BC, i due triangoli ACD ed ABS saranno simili, per avere in 
A un angolo eguale, *e di più l’ angolo ADC = ABS , misurati l’uno 
e r altro da mezzo l’arco AC; onde la pro|)orzione A C : AD::AS : AB, 
da cui segue il prodotto AC.AB ossia fcc = AD.AS. Ma i trian- 
goli rettangoli ADI)' ed ALS pure essendo simili, danno la pro- 
[Mjrzione AD : DD' ;; AL : AS, da cui AD. AS = DD . AL=r2/I. AL: 
duii(|uc il prodotto ùc = 2/?.AL; ciò che esprime questo teorema: 

Il prodotto di due lati di un triangolo è uguale al prodotto del 
diametro del circolo circoscritto per l’ altezza cmrispondente al 
terzo lato. 

Ora e.s.scndo la sujierficie S=-^BC. AL = -^o. AL, ne deriva l’al- 
tezza AL=^: quindi, sostituendo, viene il prodotto òc = 2/?*^,da 
cui segue iRS=abc,c pertanto il valore del raggio del circolo circo- 
scritto /<= — • Si può dire in tal okkIo : 
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U raggio del circolo circoscritto <' uguale ni prodotto dei tre lati 
del triangolo , diviso per il quadruplo della sua superficie. 

Esso VPiTÙ al lutto cognilo in fuiizmiin dei tre lati a,b ,c, (juaiulo 
lo sia S; c avrebl)esi ad un lcm|K) il raggio del circolo medio- 
scritto f = — R=-^ ■ 

Se si ajipliclii la proposizione preccdculca ciascuna coppia dei lati a,b,c, 
presi a due a due , avrebhersi le relazioni; 6c=2/?. AL, rtc=2/l.l$M, 
a6=2/?.C>'; dalle (piali segue 0 * 6 * c^= 8 /{’AL. HM.CN, e ipiindi il 
prodotto delle tre altezze del triangolo A L . D M . C N = ' 

25. — Proponiamoci ora di calcolare i .segmenti dei Iati dì ABC, 
determinali su di essi dalle bis.scllrici de' suoi angoli interni cd esterni ; 
non clic le lungbczzc di (piesie bisscllrici corapre.se fra i vertici di 
partenza , e i loro incontri coi lati o|»posli , e colla cireonferenza 
circoscritta ; come jnirc le parli loro comprese fra questi incontri , i 
vertici del triangolo', e i centri di due dei circoli inscritto ed escrilti, 
clic contiene ciascuna sulla propria direzione. 

Iinjiorla ricordare a tal proposito il seguente teorema : 

Ogni bisscltrice angolare interna od esterna di un triangolo, de- 
termina sempre sul lato opposto due segmenti proporzionali ai lati 
adiacenti. 

Di questo teorema , oltre le dimostrazioni che se ne danno comu- 
nemente in Geometria , si può render ragione all' istante, come segue. 

Considerando i due triangoli ABS, ACS col vertice in A, banno 
essi uguale altezza, e stanno fra loro come le basi BS e CS; con- 
siderandoli invece col vertice in S , hanno pure altezze uguali (es- 
sendo uguali le perpendicolari abbassate dal punto S sopra i lati A B 
e. AC dell' angolo A), onde staranno fra loro come le basi AB c AC: 
<|uìndi , pel rapporto comune ABS: ACS, coiichiudesi la proporzione 
BS:CS::AB: AC. 

Precisamente nella stessa maniera , si dimostrerà la proporzione 
BS' : CS’ :: AB : AC, dicendo S' l’ iuconlro della bissciricc esterna in A 
col lato opposto BC : cd avrebbesi poi di conseguenza B S : CS :: B S' ; CS'. 

26. — Dalla proporzione BS.CS :: AB:AC, ovvero CS;BS AC: AB, 
dcduccndosi la seguente CS-|-BS : CS : BS:; AC-j- AB ; AC : AB, che 
rinviene a ([ucsta n : CS : BS;; 6+c : 6 : c ; si ricavano di (jui i va- 
lori dei segmenti CS = b-^, BS = c-'j;^- Analogamente, dicendo 
'1' cd U gli incontri delle altre due bisscllrici degli angoli interni 
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n c C coi Imi opposti \C c AB, si nvrchlìcro i sejjmcnli relativi : 

= AT = c- 5 |^;BL’ = a.4j, = onde si può 

dire in generale: 

Ciascun segmento , determinalo da ogni bissetlrice angolare in- 
terna sul lato ojìjmslo del triangolo , è ugnale al prodotto del lato 
adiacente pel rapporto del lato, su cui cade, alla somma degli al- 
tri due lati. 

In pari modo , dalla proporzione CS': BS' AC: AB, derivando la se- 
guente CS' — BS': CS': BS':: AC — AB: AC: AB, ossia a:CS': BS'::6 — c:b:c, 
si ottengono i valori dei segmenti CS'—b'^^, ìiS'=c. e 
così , dicendo T' e U' gli incontri delle bisscltrici angolari esterne in 
B e in C coi lati opposti AC e AB, si avrebbero quelli dei segmenti 
relativi: CT'=a~, AT'=c • BU'=o • AU'=Ò . : 

onde può dirsi ancora : 

Ciasctm segmento, determinato da ogni bisseltrice angolare 
esterna sxd lato apposto del triangolo, è uguale al prodotto del lato 
adlaeente pel rapporto del tato , su cui cade , alla differenza 
degli altri due lati. 

Inoltre si ottiene la distanza SS' = BS + BS'=^-f-^~ 
nc. { , che diviene SS'=|^ : ed egualmente si avreb- 

bero le altre TT'=|£^, 

In fine si trovano i prodettti B S . C T . A U = 

= CS.AT.BU, e BS'.CT'. AU'= ^ AT'.Bll'; 
ciò che si esprime dicendo : 

In ogni gruppo di sci segmenti analoghi , il prodotto di tre al- 
Icmati , è uguale al' prodotto degli altri tre. 



27. — Le bissettrici angolari interne ed esterne , intendendosi 
specialmente con questo nome le loro lunglic/.zc limitate dai vertici 
di partenza ai lati opposti , saranno determinate di valore pel se- 
guente teorema : 

Il quadrato di ogni bisseltrice angolare interna è uguale al pro- 
dotto dei lati adiacenti meno il prodotto dei segmenti relativi al 
lato ojyposto; e il quadrato di ogni bisseltrice angolare esterna è 
uguale al prodotto dei segmenti relativi al lato opposto meno il 
prodotto dei lati adiacenti. 

Rispetto alla bissettrice interna AS, prolungata fino in D alla cir- 
conferenza ciiToscriya , si avrebbe <li già, come al n.“ 24, la rela- 
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/ione AD.AS=AC.AB: ino ossPiuio AD=AS-j-SD, si oUicno il 
jirodoUo (AS+SD). AS = AS*-j- SD.AS=AC.AB. I Iriangoli simili 
CDS e ABS danno inoltre la proporzione DS : CS BS : AS, per 
cui il prodotto DS.AS=CS.BS: dunque, sostituendo, viene 
ÀS -|-BS . CS = AC . AB, da cui il valore di AS=AC.AB — CS.BS; 
che corrisponde alla prima parte del teorema enunciato. Ponendo, per 
le linee del secondo membro , le loro espressioni in a , 6 , c , ri- 
sulta lajeguente di hS=bc — ^--~=bc{i~^,], che 
diviene A S • { (A-(-c)’— o* } • { (H-c+a) (l^c—a) | , 

ovvero da cui Analogamente si 

avranno C U . 

Bispetto alla bisscttrice esterna AS', che taglia in D' la circonferenza 
circoscritta, i triangoli simili A CD' e ABS' (per a\ere in A un an- 
golo uguale, c l’angolo AD'C = ABS', mi.surati l’uno e I’ altro da 
mezzo l’arco ABC) danno la pro|»orzionc AC : AD' :: AS': AB, da 
cui segue il prodotto AD'. AS'= AC. AB. .Ma AD'=D’S' — AS': 
perciò (D'S' — AS'). AS'=D'S'. AS' — AS'*=AC.AB, c quindi AS'*= 
ivS'.S'A — AC.AB. D’altronde i triangoli simili CD’S' e ABS' 
forniscono pur la proporzione D'S': CS' :: BS': AS' : che dà il pro- 
dotto D'S'. AS'=CS'.BS': dunque, sostituendo, viene il valore di 
AS'*=CS'. BS' — AC.AB; che corrisponde all’altra parte del teo- 
rema enunciato. Rimpiazzando le linee del secondo membro |)er le 
loro espressioni in <i, 6, c, risulta quella di — bc = 

le (ò— c')’}=^..((a-f6— cXo--ò-j-c)} , 

ovvero AS'^— — da cui AS'=- ■ In pari 

modo, si troveranno le altreB 'F'= - ^ «'•■tp-axp-0 q l"=— . 

Com|)oncndo i prodotti delle tre bissctlrici di ciascuna specie, si otten- 
gono questi A S . B T ■ C ed AS'. BT'. C U'= 

— va-I.n»- 0 (&-c) ' ■ * impiego di una formola , che si dimo- 

strerà appresso (n.“ 30), quale è quella dell’ area del triangolo 
S=f)T=y p(p — a){p—b)(p — c), si potranno semplificare i numera- 
tori di queste espressioni, riduccudoli il primo ad SabepS, ovvero 
Sabeph-; ed il secondo ad SaberS, ovvero Sabepr^. In quanto 
ai denominatori , polreblvero ancora trasformarsi in varj modi ; ma 
ne risulterebbero c.spro.ssioni meno semplici dellq attuali. 



Digitized by Google 




31 



Le forinole precedenti |X)ssoiio inoltre verilicarsi fra loro, mediante i 

triangoli rettangoli della ligura: infatti, essendo tale l'ASS', può \e- 

2 2 2 

dei-si come risulti per esse la somma AS -f- AS' =SS' ; e così degli al- 
tri. Se non clic, facendo il calcolo, vengono ad incontrarsi delle diflìcollù 
di riduzione, che giudico a proposito di sviluppare sull’esempio citato. 
Si Ita da prima la somma ÀS^-f~ ÀS*^ — * ’’ = 

— l^)(p — • Or divenendo il 
prodotto (p—b) (p~c)=p‘‘—pb — pc-\-bc=p^ — p(2p— a)+òc= 
— p^-\-pa-\-bc, ossia (p—b)(p—c)=:bc~p(p—a); si ha cosi 
la quantità chiusa nella grappa cangiata in questa 
p(p — <*)• [(,b — cf — (ò-f-c/J-l-òc . (b-\-cf = — ibc.p(p—a)-\-bc . (^p — a)* 
=bc.( — 4p’-i-4pa4-4p* — 4pa+a“)=6c.«'; per cui si eonchiude detta 

somma AS +AS' ~^;ir^,=SS' ; già sapendosi il valore di SS'=^^ • 

Però sarebbero evitate, in questo calcolo, parte delle vedute riduzioni, 

2 2 

qualora si adoperino le espressioni prima avute di A S eAS' ; che darebbero 
al momento la loro somma AS^-+-AS'^=6c — = 

A- (,TÌ-,-ró!.i=i£Sr {(S+c)’-(t-c)’)=ii£^=SS’’. 



28. — Cogniti i valori delle bissctlrici intiere, come AS ed AS', 
nei tre lati a, b, c del triangolo, si otterranno immediatamente le 
espressioni di tutte le altre linee enumerate al principio del n.“ 25, 
che si è detto di calcolare. 

Da prima le vedute relazioni AD.AS=AC.A B=6c, SD.AS = 



CS.BS: 









ci forniscono i valori di AD = ^-^-^ 



p Cp-&) ’ 



eil 



s analogamente irovcrcbbersi quelli di 

BE=-2±^ -K— ^i£-, e TE— ' -V ■ rfi rp— "+*' V ~^ 

p,l i;p — J ^ y ° ** 

Inoltre i triangoli simili CDS ed ABS dando la pro|>orzionc 
CD : CS:: AB : AS, ossia la relazioneCD . AS=CS . AB=^, si ri- 
cava di qui il valore di CD =-y o • c e conseguentemente le 

distanze DG=DG'=;DB=DC=-j"0 p^^)> si avranno le 

analoghe EG = EG"=EA = EC=-^6 ed FG=FG'"= 

Quindi 



FA = FB = 4-c?' -2^ 



p(p-fc)’ 

loro doppj , ossia le distanze 
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nr/''=r rt,o sa- 

rrlibcro quelle del eeniro del circolo inscrillo ai cenili dei circoli 
et;ciilli relativi ai lati a, b, c. 

Parimeute dalle relazioni AD'. AS'=AC . AB==6c, S D'. AS'= 



CS'. BS'= 



n*6c 



vano i valori di AD'=^ 



ed 



= SI rieav....i, . 

S'P— 4 -t^-^ (p- 6 t(P-c) ; « pari sarannoBE'=~.^^jp^^^, 

iT-p- « ■ .y «b . • . 

r — j g_(, (p_a)(p— S) 

Ancora i Iriani^oli simili CD’S' ed ABS' fornendo la proiiorzione 
CD'; CS' •.; A B : AS', os.sia la relazione CD'. AS'=CS'. AB=^^, si 

ottiene il valore di CD'=-4-a-^ e conseguentemente le 

distanze D'ri"=D'G'"=D'B= D'C=-^a ■ siecome le 

analoghe E'G'= E'G'"= E'A = E'C =-f <.• , F'G'= 

Quindi i loro dojrpj , 

ossia le distanze G"G'"=rt-l''^^^g^, G'G'"=6-?''^^3H^> 

G'G"= c • ^ che sarehhero. quelle dei centri dei circoli 

escritti , considerali fra di loro a due a due. 

Le rimanenti lince si deducono da queste , per semplici addizioni 
c sottrazioni , secondo la figura ; come è indicalo qui appresso. 

1.» AG = AD-DG=^^-^J^5Ì1^, ossia kQ — ^bc-^; 



F'G"= F'A = F'B = 4 -r • ^ 



{P—n'KP—b) 



c co.sì BG 



CQ^Vab.'-^ 



2.0 AG'=AD+DG'=Ì!±^-?^^^, ossia kG'=y bc-:^,i 
e cosi BG"= Vac-^, CG’"z=iy ab- -!-■ 



5.» SG=DG-DS=^. ossia SG=^-y bc-!^; 



c cosi 'fG=~ -^^ac-^. GG=^-y ab-’^- 

4 .» SG'=DG'-M)S = s^-^'-^,^, ossia SG'= 
C • 5^ : e cosi 'l'G c - , CG" '= ^ ■ y ab-^^- 



p— fl » 
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i;.” e 6.»\G’'=D'G''+AD'==2i^-^j^r2^’ ossia AG"= 



ybc-}E^-, ed AG"'=D’G"'— AD'=^^4^.^ 



A c 



ossia 



^ — j ” ip-6)(p-c) 

AG"'=P^6c-^; c così BG'=^ e BG"'=^^ 
CG'=^j6Tg, e CG"=^ai.?^- 

7.«e 8.» S'G"=S'D'+DG"=jér-“-4=^-^(?^J^’ fs'a 
S’G''=s^X*^: ed S'G”'=S'D'-D'G'''=5^/-=^.K^^^^ 
ia S'G"'= ?^6c.«E^; e così T'G'= „4j- c T'G"'= 



ossia 



p-a 

■p-» ■ 



U'G'=^-^afc-f^,e U'G"=^5-?^ 

Per molle maniere si possono verificare queste formole fra loro, in 
riguardo ai triangoli rettangoli della figiira, come. AGG", AGG'", 
BGG', ece. Per esempio, in qucslo BGG', si avrebbe la somma 

BG V B^ = a c . + a c • • { (P-«)(P-*H*P CP-e) } • 

Ma la quantità della grappa si riduce alla seguente 

p’— f)o— pA+aà+ 7 J*— pe=2p’— p(n4-à+c)+ aé=2p’— p.2p+oà=aà; 

dunque si conchiude la somma BG -ì-BG' =^;|^‘i,.j=GG' , come è 
giusto. In pari modo si verilichcranno le altre, avvertendo alle identità: 
f>(jp—a)-\-Ìp—b){p—c) = he , p(p-b)->r(p—a)(p—c)= ae, 

P (P— o) + Cp— «) (p— 6) = a 6 ; 
alle quali possono aggiungersi le seguenti : 

p(p—tt)+p(p—b)+p{p-c)=f?-, 

(p— «Xp— à)-Kp— «)fp— e)-Kp— à)(p— c>=— p*4-«à 4- nc+fcc; 

(p — fl) (p—b) (p — c) = — p’+ p (o 6 + a c-hic) — abe; 

.di cui occorrerà di far uso per il seguito. 



29. — Dalle espressioni precedenti delle linee considerale, possono 
dedursi facilmente i rapporti fra le medesime , in ispccic quelli delle 
bissettriei intiere angolari interne ed esterne alle loro parti , in cui 
son divise dai centri dei circoli inscritto ed escritti, che contengono; 
ma preferisco di dimostrare direttamente questi rapporti ; partendo dai 
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quali , si polrrhlx' ancont pervenire in alleo modo alle medesime 
formolo di sopra otlenute. 

Considerando i triangoli ACS e ABS, nei quali CG e BG 
sono le bissellrici degli angoli iiUcrni in C e in B ; si ha , 
applicando il principio del n.” 25 , la doppia proporzione 
AG : GS:: AC : CS:; AB : BS. Da questa si deduce successivaincnie 
AG -h GS : AG : GS;:AC+CS : AC ; CS AB + BS : AB : BS 
r.AC + CS+AB+BS : AC+AB : CS+BS, 
ovvero AS : AG ; GS:; 6“+c +o : b + c : a; che dimostra; 

Ciascuna bissettrice angolare interna , e i due segmenti , in cui 
é divisa dal centro del circolo inscritto , sono direttamente p-opor- 
zionali alla somma dei tre tati del triangolo , alla somma dei due 
tati adiacenti, ed al lato opposto. 

Del pari le hissetirici angolari esterne CG' e BG' degli stessi triangoli 
ACS ed ABS, danno luogo alla proporzione AG': SG' ;: AC:CS ;; AB:BS; 
dalla quale sì ricava successivamente: 

AG'— SG': AG': SG':;AC— CS : AC : CS;:AB— BS : AB : BS 
;:AC — CS + AB— BS : AC+AB : CS-I-BS, 
ovvero AS : AG': SG' ;; 6+c — a : 6+c ; a ; che dimostra pure : 

Ciascuna bissettrice angolare interna , e i due segmenti su di 
essa determinati dal centro del circolo escrillo relativo al lato oj)- 
posto , sono direttamente proporzionali alla somma dei due lati 
adiacenti diminuita del lato opposto, alla somma dei lati adiacenti, 
ed al lato opposto. 

Considerando invece i due triangoli ACS' e ABS'; nei quali 
CG'" e BG'" sono le hissctlrici degli angoli interni in C e in B; 
e CG" c BG" sono le hissctlrici degli angoli esterni agli stessi ver- 
tici ; si hanno, per il detto principio del n.®25, le due projwr/.ioni : 
AG'":S'G'" :; AC : CS' ;; AB : BS'; AG": S'G " ;; AC:CS' ;; AB : BS'. 

Dalla prima si deriva la seguente 

AG'"+S'G'":AG'":S’G'":: AC + CS': AC:CS'::AB+BS':AB:BS' 

;: AC + CS — AB— BS : AC- AB ; CS'— BS', 
ovvero A S': AG'": S'G'":: 6 — c+« :b—c:a; c dalla seconda queslalira 
— AG "+S'G ": AG": S'G": : — AC+CS': AC : CS': : — A B+BS : A B : BS' 
:;_AC+CS'+AB— BS':AC— AB:CS'— BS', 
ovvero AS': AG": S'G" ;: — i+c+n : b — c : a; che insieme si enun- 
ciano , dicendo : 

Ciascuna bissettrice angolare esterna , e i due segmenti su di 
essa determinati dal centro del circolo cseritln relativo ad uno dei lati 
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adiacenti , sono direttamente proporzionali alla differenza fra questo 
tato e la somma degli altri due , alla differenza dei lati adiacenti, 
ed al lato opposto. 

Scrivendo le ollenule proporzioni , come appresso : 



AS : AG : SG :: 6-1-c-f-a 


: b + c : 


«; 


AS : AG' : SG' iib c-t-( — a) 


: b + c : — 


{-«}; 


AS': AG'": S'G'" ò -h (-c)-l- a 


: 6 (— c) : 


o; 


AS':AG":S'G" òJH-c + a 


:_|(^6)+c)}: 


a; 


possono tutte comprendere in un solo enuncialo: 
Ciascuna bissettricc angolare interna od esterna , 


e i due 



segmenti su di essa determinati da uno dei centri che contiene, 
sono direllamente proporzionali alla somma algebrica dei tre lati 
del triangolo , alla somma algebrica dei due lati adiacenti , 
ed al terzo lato opposto ; prendendo ad ogni volta ncgalivo quel 
lato toccalo cslernamenle dal circolo , il cui centro si considera : 
salvo a rendere in seguito posilivo ciascun lermine della propor- 
zione , con un cangiamento ulteriore di segno a tutto il termine , 
che addivenisse di valor negativo. 

E ciò adìne di far poi risullarc posiiivi i rapporli in qucslionc : 
considerandosi qui luUe le lineò, di cui si Iralla , nel loi-o valore 
assolulo ; siccome si è già fallo appunio nel prendere i radicali senza 
segno , cioè posilivamenle. 

Frallanlo dai rapporli cosi dimoslrali, si polrebbcro dedurre con 
faeililà i valori dei segmenli in discorso ? cogniti quelli delle bissel- 
Irici intiere AS ed AS', come al n.® 27. 

30. — Le formolo del n.® 28 ci pongono in grado di calcolare, 
nei Ire lati o, 6, c del triangolo, i raggi dei circoli considerali in- 
torno ad esso, e la superficie S, dalla quale pure dipendono; il che 
poi ci sarà mezzo a discoprire delle altre nuove relazioni singolari , 
esistenti fra le quantità medesime; che andremo svolgendo nei se- 
guenti numeri. 

Il triangolo rettangolo AGZ donandoci il raggio del circolo in- 
scritto r = GZ= |/ AG*— rz’, ovvero r’=:AG*— AZ*, si ha que- 
sto pertanto — (p — — P(P — ®)} ‘ 

denlilà già avvertila p(p — «)+(p — 6) (p — c) — bc fornendo la 
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(liflcronza bc — fì(f — «)=(/)— sì oUienc cosi l’espressione di 

r‘=^.(p-b)(p-c), e perciò 

Parimciue , nel triangolo rettangolo AG'Z', avendosi il rag- 

J 2 2 2 2 

gio r' =G’Z' =AG' — AZ', questo diviene r'=òc-^ — fr= 
{bc-p(p—a)]—-^-(p-b)(p—c) , onde 



e in egual modo si troverà /'=f^£i£:r?lfc£2 , r'"'=^ f/TL p-a^p ^ . 

Quindi, per la quadrupla relazione S=pr=rp — a}r'=(p—b)r"= 
(p—c)r"', si concliiude da ciascuna l’arca S—J/ p(p—a)(p — b) (p — c) ; 
che darà cognito ancora il raggio del circolo circoscritto R = 
, ^ — ; c d'altronde quello del circolo mcdioscrilto />= — /?. 

4 Kjjcp— a)(p_6)(p-e)’ > r , «t. 

Potendosi avere S direttamente per altri modi , come si vedrà in 
seguilo; ovvero conchiusa la sua espressione da quella di un solo 
dei raggi r,r', r", r'"; si olterrchbero pure da essa al momento 
gli altri raggi, per le stesse delle relazioni; le quali ancora ci por- 
tano, coir impiego di tal formola S , ad altre rimarchevoli conseguenze. 
Riuscendo il prodotto dei quattro raggi r — 

si ha così l’arca S=y' rr'r"r"' : ed inoltre, polendosi 
scrivere lo stesso prodotto 

rr'r‘'r"'—S.S=S.prr=S.(p — a)r'= S.(p—b)r"=S.(p — c)r"', 
conchiudesi del pari la superficie 



S=- 



p p— o p— 6 p— e 

Invece ponendo tal prodotto 

rr'r"r"'= S’= (p—afr'^= (p — 6)V 

ne risultano i valori dei rapporti 

-T-=F’ — = «) . -f 7 r- = (p— Ò 7 , -7777 



(v-cy^ 



■.{p~c'f- 



Dalle ultime espressioni di S , deducesi la somma dei prodotti 
r'r"r"'-\- rr'V'"-|- rrV"-l-rr'r"= S{p-\-p — a-\-p—b + p—c) 
= S.2p = 2pS: ma si potrà ancora avere questa in altro modo, in- 
sieme alle somme dei prodotti a due a due di tali raggi, c le somme 
dei raggi semplici, e dei loro quadrali, che si vanno a calcolati;. 



3i. — Combinando per addizione, a tre a tre, i rapporti inversi di 
detti raggi all’ unità, cioè i rapporti — 
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7^:7 ==V‘' S' otlengo"» somme: ■l+.i = ^ = 

I 1 •. I • P+i p*— a* . 1 • 1 < V+'' p*-6’ 

r ”* r" ’ r— S .rr"r"' ’ r ' r' ' r'" i' rr r-" > 

^ = 77 ^ ; dalle quali seguono al momcnio 
quelle dei prodotti a due a due : 

r’r"+rV"+r'V" =p*; rr"+rr'''4-i"r”'=^ — a‘; 

rr' +rr'"+r'r"' =/)’ — 6*; rr' +rr” +r'r” =p^ — c’. 
Quindi, per la riunione di tutte insieme, ridotta, e divisa per 'ì, 
si conchiude la seguente 

rr’+rr"+rr'"+r'r''+r'r'"+r"r"'=^p^—y(à‘+l/‘+c‘)=ab+ac+bc; 
avvertilo che ip‘=(a+b+cy=a^+b'‘-\-c‘+'-2(ab+ac+bc) , onde 
2p“ ^(a*-h6’+c*j=o6 + «c+6c. Ma ponendo, come si è con- 

venuto al n.® 20, la somma dei quadrati dei lati a‘+b^+c‘=^q , 
si esprimerà la stessa con 2p*— q: ed inoltre verrà pur d essa a in- 
dicarsi semplicemente culla lettera in , che si addoltcìà da qui in- 
nanzi per rappresentare la somma distinta ab+ac-\-bc. 

Dalla prima somma leste calcolala seguen- 
done questa = ne deriva 

|Hire la somma dei prodotti a tre a tre, come sopra , uguale a 2pS. 

Passiamo alla somma dei raggi semplici r, r', r", r"': si ha questa 

,+,'+,-+,-'=s.(f+,43+,4i+ìij)=s.(j^+^-^j 

“*’« I l(p-nXp-bXP-e) abe , „ S in. n.. 

— “TH s — S — — : 

quindi, levando 2r da ambe le parti, risulta la notevole relazione 

— r-f-r'-|-r''-|-r"'= 4/?, che dimostra il raggio del cireolo circo- 
scritto R = -^{r'-\-r"-^r"' — r): ma questa può dedursi diretta- 
mente, con calcolo più breve dell’ora compiuto; avendosi infatti 

-»‘+r'+r"+r'“=:S- { { ^& (p-blp-c ) } 

S _ bc O b C » n 

a • — —5 — in. 

Formando le somme analoghe , in cui sia preso invece negativo 
uno degli altri raggi, si trovano desse ridotte come segue: 

= Sa-{ j . E^=-ìr + 

edel pari r-t-r'— r''-fr"'=— 4/1+^^, r + r'+r"~r'"=— 4/?-f 
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Riunendo insieme queste ultime quattro somme, c dividendo per 3, 
viene l’equazione r- 4 -r'-|-r "+r'"=— da cui 
si ricava il valore della quantità, clic si vedrà comparire in altra forinola : 
p(-^ + ^+;r;:)= 8 /?H- 2 r, già essendo r+r'+r"+r'’'= 4/? 4 - 2 r. 

Cerchiamo a comporre la somma dei quadrali dei medesimi raggi. 
Sviluppando l’equazione (r-H"4-r"-t-r'")’=(4^-l-2r)’, e rim- 
piazzando nel primo membro la somma dei' prodotti a due a due pel suo 
valore precedente, si ottiene questa r*+r'*-+-r''*+r"'*+4p* — 2^ 
=(4/?-t-2r)’, dalla quale segue la somma r*-t-r'’-f-r''’-d-r'"’= 
16/P-l- 16/?r-|- 4r* — 4p*+2y. Invece, elevando al quadrato l'e- 
quazione — r-l-r’-4-r"-|-r"'=4/?; ed avvertendo che si ha la somma 
dei prodotti a due a due — rr' — rr" — rr"'-\-r'r"+r'r'"-\-r''r"' 
= — r.(4/f-|-r)+p*; si perviene al valore della stessa somma 
W’-|-8/lr-t-2r’ — 2p’- Confrontando que- 
ste due espressioni fra di loro, si rileva che dovrà dunque aversi la 
relazione 8 /Ir -1-2 »■* — 2 p*-|- 27 = 0 , ossia 4/fr-t-r* — p’-|-y=0; 
dalla quale segue p’=4flr-f-r^-l-9', ovvero 7 =p’ — 4/tr — r*. Eli- 
minando il p’ dall’ una o dall’ altra delle medesime espressioni, si 
ottiene la seguente più semplificata r’-|-r''-|-r''^-+-r'"*= 16/i* — 2qr. 



32. — I,a relazione testé avvertita p*= 4 /ir -|-r*-l-? risulterebbe 
pure da altre combinazioni delle formole precedenti ; come , in 
esempio , da questa : 

irr" ^-rr'''.pr"r"') + (rr' -f r'r”'))_ , , , , , 

+(rr'-prr" -fr'r") -(r'r''-t-rV"+r"r'")P^^ ^ 



che si riduce a 2 rr'-l- 2 rr''-f- 2 rr"'= 2 p’ — ‘ìq, ossia r(r'-f-r"-|-r''') 
=jf — q, e diviene r(4/i-|-r) cioè i Hr-\-r^=p^ — q, atteso 
r'+r"+r'”=iR-\-r. 



Si trova invece la seguente somma: 

(,y- +rV".'+r'V") + (rr'-t-rr"'-f-rV") . 

+ (rr'+rr"+r'r") _(rr"-l-rr"'-l-r'V")5 ^ 

che riducesi a 2rr'-|-2r'r" -+-2rV'”i= 2p® — 2(g — o*) , ossia 



r'(r+r"+r'")=p*— ( 9 — a’). Ma r +r"+r'”=—iR+r'-\-^^: dunque 
— 4/ir'-f-r'*-d-2.pa=p* — q-\-a*, ovvero —iRr'+r'^=(p—af—q: 



e in pari modo si otterrebbero le relazioni analoghe 
-iRr"-i-r’''‘ = (p—bf—q, c —iRr‘"-i-r"'*=(p—cf—q. 
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munendole insieme , risulta l' equazione 

— */J(— r+r'H- r"+ r'”)+ r*-|- r'"’ 

= P^+ (p—af+ (p—f>f-\r (p — c)’— 4 q. 

Ma — r-j-r'-\-r’'-i-r"'= ìR: d'altronde la quantità 
ff+(p-af+(p-bj‘+(p~cf= 4p’— 2p (a4-6+c)+a*+à’+ i’=2f/ ; 
dunque si conchiude ancora , come sopra , la somma 
r*+ r’+ r"’+ r'""= IGTi*— <2q. 

33. — Le ottenute relazioni fra p e q, cd i raggi R, r, r', r", r'", 
incontrandosi di frequente ad applicarsi, come mezzi di trasformazione, 
nei calcoli di simil genere; giudico nou inutile di stabilirle diretta- 
mente, per le stesse espressioni primitive delle quantità di cui si 
compongono; onde far meglio vedere in origine la loro giusta deri- 
vazione, ed il legame che presentano fra di loro ad un tempo. 

Da prima si osservi che gli sviluppi dei quadrati 

4p* = (a -f- 6 + c)’=a’-)- 6*-^ c’+ 2( ab -|-ac+6c), 

4(p — «)*=( — a-l-6-f- cf= o’+ 2( — ab — oc-J-6c), 

4(p — b f~ (a — 6 c)*= a*+ c’-f- 2( — aà-f-ac — bc), 

4(p — e/= (o + ^ 2( o 6 — ac — 6c), 

forniscono all' istante le seguenti esprcs.sioni della quantità 
q — ’ìj? — m = ‘2(j) — àf — m'='ì{p — 6/ — w''=2(p — c)* — ni'", 
ponendo • ' 

m — ab + ac + bc, m'= — ab — ac + bc, n»"= — oi + ac — bc, 
m"'—ab — ac — 6c. Osservando che nt-)-m'+ni"-|-m'"=0, si de- 
durrebbe di qui pure la somma p*-|-(p — a)*-|-(p — b^+(p — c)*=27, 
come si è trovalo di sopra. 

Ciò posto, viene ora lo sviluppo del seguente rapporto 

■y=(p — a)(p — b)(p — c) = — p^-i-pm — abp 
= — p’-H p(2p* — q) — iRS =p^ — pq — bpRr; 

donde , dividendo per p, segue p ossia r’= p* — q — ARr, e pertanto 
q = r ^ — ARr — r’. 

Parimente si trova il rapporto 
^ = p (p — b)(p -c) = (p — a-ì-a)[bc — p(p — a)] 

= (p — a) 6c abe — p^(p — a) = (p — a) (bc — jr^) ARS. 
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Ma laquaiililà bc—p^=bc — (p — a-t-o)*=6<! — (p — af — 2(p — «)a— a’ 
= 6c — (p — af— (-2p — ^a-tà)a= bc — (p — af— (b + c)a 
= bc — (p — af — ab — ac, ossia bc — p‘= — (p — a)’+ m'— 
— (p — «)’+ 2(p — af — g = (p — af — q: dunque, soslilucndo, 
viene ^ = (p — af — (p — a)q-\- IR .(p — a) r' ; e, dividendo 
per p—a da ambe le parli, cioè r'’=(p— a/— ^+4flr', 

da cui si ricava ancora q = (p — af-j-iRr ’ — r'*. 

Analogamente si dimostreranno le altre formolo relative ad r", ad 
r'"; che si dedurrebbero d’altronde da questa, cangiando o in b, 
in c, ad un tempo che r' in r", in r"' : dunque si conchiude la 
quadrupla relazione 

q = p*— 4 /? r— r’ = (p — a)*-|- 4 fìr' — r'* 

= (p — bf+ iRr '— » "’= (p — e/4- 4A?r"'— 

Facendone la somma, trovasi ancora, coirajulo delle precedenti, 
la somma dei quadrati dei raggi r, r', r", r'", uguale a 16/1*— 2y. 



3^' — Cogniti i raggi r, »•', r”, r'" dei circoli inscritto ed 
escrilli, quali son dati dalle formolo del n.* 50; si popone questi 
introdurre nelle formolo del n.® 28, specialmente in quelle, che 
esprimono le distanze dei loro centri a due a due, ed ai vertici del 
triangolo ABC: per la quale trasformazione, diverranno allora esse 
suscettibili di un enuncialo generale, quanto semplice ad un tempo; 
come si va a far conoscere. 

Avendosi i rapporti = — e così i loro analoghi, 

ed inversi: ne seguono le espressioni delle distanze; 



KG = y^, AG'=f^, hG'"=V^ 

RG = V"^, BG'=V^, BG"=V^sp, BG"'=V^ 



GG = y^, GG’=V"-^, CG"z=y^, CG'"=y^^ 



le quali si enunciano come segue: 

La distanza di ogni centro di circolo inscritto od escritto a un 
vertice del triangolo , è uguale alla radice quadrala del prodotto dei 
lati adiacenti a questo vertice , moltiplicalo pel raggio di esso cir- 
colo, e diviso pel raggio dell’ altro circolo, il cui centro si trova 
sulla stessa bissellrice. 
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Parimente, essendo i prodotti p(p— o)=^=r"r'", (p— tXP — 

il— — rr', e cosi gli altri analoghi a questi; si ottengono le dislanz^: 



GG' —-Y^bcrr' =aV 
GG" =-j-y acrr" =6-f^ 
QG"'=4-Vabrr"’=cy ^ ; 



' 1 /“ bc 

= ar — 



\G"G"’=-j-y^ 

G'G"'=- 5 -^ocr'r "'=6 
G'G'’=4-^a6r'r" z=c V~^\ 



qg 

rr" 



che pur si enunciano dicendo: 

La distanza di due centri dei circoli inscritto ed escritti, è uguale 
al rapporto del lato interposto, o del lato opposto, alP area del 
triangolo, moltiplicato per la radice quadrala del prodotto degli 
altri due lati e dei' due raggi a quei centri corrispondenti ; ovvero 
è uguale al lato interposto, od opposto, moltiplicato per la radice 
quadrata del prodotto degli altri due lati, diviso dal prodotto dei 
raggi a quei centri non-corrispondenti. 

Inoltre avendosi le espressioni bcrr'= y = 

e così le altre analoghe;- potranno scriversi le distanze: • ■ 

GG'=y~^y7r', GG'' =iV^ y br'', GG'''=^“^ cr"'\ 

G"G"=y7^y%, G'G"'=yì^}y -p, g'Q"=v hRp.v^.y 



che danno luogo ai due seguenti enunciati: 

1. ® La distanza del centro del circolo inscritto ad ogni centro 
di circolo escrilto, è uguale alla radice quadrala del prodotto del 
lato inlAposto pel raggio di questo circolo escritto suo relativo, 

moltiplicata pel fattore costante 

2. * La distanza dei centri di due circoli escritti, è uguale alla 
radice quadrata del rapporto del lato opposto al raggio del terzo 
circolo escritto suo relativo, moltiplicata pel fattore costante ^ iflp. 



35. — Dalle precedenti formole, derivano tosto le relazioni qui 
appresso, accompagnate dai rispettivi enunciati. 

1.» AG.AG'.AG".AG”'=<^c% BG . BG. BG". BG"'= aV, 
CG.CG. CG".CG"'= 
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Il prodotto delle dietame dei quattro centri dei circoli interino 
ed escritti, a uno stesso vertice del triangolo, è uguale al prodotto 
dei quadrati dei due lati adiacenti a questo vertice. 

2.» AG . BG . CG =~= AG'. BG'. CG'=^=4flr'*, 



AG '.BG".CG"='’^=4flr AG'".BG'".CG'"=^^^=4Wr ' 



a ber’’ 



p-6 



p-€ 



Il prodotto delle distanze dei tre vertici del triangolo a «no stesso 
centro di circolo inscritto od escrilto, è uguale al quadrato del dia- 
metro di questo circolo, moltiplicalo pel raggio del circolo circoscritto. 

5.» GG'.GG '. GG'"=16fl’. r, G'G .G'G ' . G'G'" = 16/J*. r' , 
G "G.G"G'.G"G"’= G "G . G"'G'. G"'G"= 

Il prodotto delle distanze di tre centri dei circoli inscritto ed 
escritti, al quarto centro, è uguale a sedici volte il prodotto del 
raggio corrispondente a quest' ultimo, pel quadralo del raggio del 
circolo circoscritto. ^ 

4.0 GG'.GG'.G'G" = 1 6 (p—c), GG'.GG'". G'G"'= 6), 

GG". GG". G "G'"= 16/?’. (p—a), G'G". G'G". G"G'"=: ìtìfì\p; 

U prodotto delle distanze di tre centri dei circoli inscritto ed 
escritti, fra di loro, è uguale a sedici volle il prodotto del seg- 
mento relativo al quarto centro , pel quadralo del raggio del circolo 
circoscritto. 

In particolare: 

Il prodotto delle distanze dei tre centri dei circoli escritti, è uguale 
a sedici volle il prodotto del semiperimetro pel quadrato del raggio 
del circplo circoscritto. 

5.° Le distanze testò considerale essendo in ordine i lati dei quattro 
triangoli GG'G", GG'G'", GG"G'", G'G"G'"; I’ ultimo dei quali sa- 
rebbe quello delle bìssellrici angolari esterne di ABC; c i Ire primi 
quelli risultanti dalle sue tre altezze G'A, G"B, G'"C, che sì incon- 
trano in G; può proporsi di calcolare, in funzione di a, b, c, i peji- 
niciri G le arce dei medesimi; ed altre quantità che ne dipendano. . 
In quanto ai perimetri, essi vengono direttamente espressi come segue: 



GG' +GG" +G'G" 

GG" + G G'"-|- G"G'"= y~‘{ -V- yjr. 4- j ; 

G'G"+ G'G'"-|- G"G'"= y'ilp- { -f VTj^VJr . } ; 
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e non sarebbero susceUibili di ulteriori semplificazioni. Rispetto alle 
superficie, si trova: 

G G' G" = 4 G' G" . G C =4 c • = 2 « • (f> — c); 

G G' g'"=4g' g'". g b =4 6 • • (p — 

G G"G'"= 4G "G G A = 4« • 4 = ^= 2 fl . (p — o); 

G'G"G "'= 4g"G'''. g'a= 4“ • V =^= • p; 

che si enunciano , dicendo: 

L' area di ogni triangolo determinato da tre dei centri dei cir- 
coli inscritto ed escritti ad un triangolo dato, è espressa dal pro- 
dotto dei tre lati di quest' ultimo , diviso per il diametro del cireolo 

corrispondente al quarto centro; ovvero è uguale al prodotto del 
segmento relativo al qiMrto centro, moltiplicato per il diametro del 
circolo circoscritto. 



In particolare: 

L‘ area del triangolo compreso fra le bissettrici angolari esterne 
di tin triangolo dato, è uguale al prodotto dei tre lati di questo, 
diviso per il diametro elei suo circolo inscritto; ovvero è uguale al 
semiperimetro del medesimo dato, moltiplicato per il diametro del 
suo circolo circoscritto. 



Se si calcolano ora, per la formola generale del n.® 24, i raggi 
dei circoli circoscritti a ciascuno dei triangoli GG'G", GG'G"', GG' G"', 
G'G”G''', si trovano immediatamente tutti (jnesli raggi ugnali a 2fl; 
e cosi uguali fra loro, e doppj ciascuno del raggio H di ABC: e 
ciò ben si accorda con (pianto si è osservalo al n.® 19, c parimente 
ai n.' 9 e 10; avvertilo che R sarebbe a un tempo il raggio del 
circolo medioscritto comune di delti triangoli medesimi. 



36. — Delle distanze analoghe, di cui si son fatti i prodotti nel 
precedente numero, andremo ora a comporre invece le somme dei 
quadrali rispettivi: ma converrà, in questi calcoli , adoperare di pre- 
ferenza le formolo prime del n.® 28, che più direttamente si pre- 
stano alle dovute riduzioni. 

1.® Si ha la somma 



Ag’+ AG'> AG"’ + AG'"’= 



bc • 



\ p ' p~a”p— 6 » p-e/ 



Dicendo // la quantità chiusa nella grappa , di cui si riducano i ter- 
mini allo ^stesso denominatore p(p — a)(p — b)(p — rj = S’; si 
avrà la somma dei numeratori: 
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S . 11 — [fp— o/4-p»] [(p— c/H-fp— 6/] .p(p_^) 
— [2p(p-a)+«i] [bc- prp-fl)]+[— 2pfp-o)+i*+c*] .p(p_a) 
—a 6 c-4-p(p -a) . j 26c— 2p (p-a)— a'— 2p(p-a)4-t^-f-c» I =a‘‘bc ; 
divenendo la nuova grappa uguale a zero, allcso (6 + c/— o* 

= (*4-c + fl)(i4-c — a) = 4pfp— n): onde segue 1/ = ^; 
^perlai^ la delta somma = 6c .// = ‘^= = 1 6 /?*, o cToè 

AG +AG' +AU”*-t-AG'"^= IG/?’. 



A questo risultalo si può pervenire semplicemente per la figura; 
valendosi però all' uopo di altre relazioni già dimostrate. Infatti avendosi 

^=r’4-(p_a)», ^ = r"*+ (p - c? , 

“*■ ” +(P—f>y, ne viene loslola somma AG*+ÀG'%ÀG”^+ AG’"* 
= r’+r'’+r"*-i-r"'’-)- (p — a/+p’-f.(p_c)'-)-(p_ A)* 
— 16/f — 2y-|- 2^-= ICfl*. Saranno parimente ugualia 16^* le 
Mmme dei quadrali delle distanze di B e C. ai quattro centri G. G'. 

G , G e quindi la somma dei quadrali di tutte le dodici distanze 
sarà uguale a 48^?*. 



2.®Si ha la somma A t -j-CQ— ■ a * ip-t) _N. 

dove ^ = {bc + ac abyp — Sabe = m.p — ZAIipr, e così 
T = ‘■he diviene -^ = 2p’—g- — K'ìRr—ìq + Mr 

2’’* — 9 — \'ÌRr = q — 4/fr -|- 2r*, ovvero = 3tq — p*-f- 

onde tale somma AG‘h- BG^-ì- CG*= q-iRr-h^ r= 2^ — p* -}- 3 r’. 
Per la figura, si avrebbe al momento la stessa = r*+ (p— a)*+ 
+ (P — l»y+ (p^— c/= 3 t^+ 2q — p\ 

Si ha parimente la somma AG^*4-BG^*j-C(T‘*==^4-!lii£=L>4_^*l£=*2 

, P— <1 p— fl * p— <1 

= A’’= (bc + ac-]- ab) p — nc’ — ab^= mp — ab‘‘ — ac*. 

Ma polendo scriversi m = 2a6 + 2oc = m’+ 2a (6 + c) , 

si trasforma successivamente il prodotto wip=?«'(p— « + a)-)-2a(ò+c)p 
— tn'ip — a)+a.{m'+2p(ò-J-c)} = wrfp— a)+a.{36c-t- 6*-|-c* J ; 
onde segue A'=ni'(p — «)+ 3.4/JS, ed ^=m'+12/?r' 
= 2 (p — 0 )*— q + \'ÌRr'= 2y — 8/?r'4- 2r'*— q + 12/fr' 
= y + 4/?r'+ 2r'*, od ancora =2q — (p — a)*+3r'*: dunque 
si conchiude la somma Atr*+ BG'^-f CG'*= q + 4flr'4- 2r'* 
= 2 y — (p — a)*4- 5 r'*. Sulla figura, verrebbe la stessa = p 

+*■' + (P — c) *-V* (p — ò/=3r'*+ 2q — (p — a)*. Si avranno 
allo stesso modo le altre forinole relative a G", e a G'"; che si dedur- 
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rebboro pur da questa, cangiando r' in r ", in r'”, ad un tempo che 
a in b, in c: e può vedersi come la somma dei quadrati delle dodici 
distanze si ridurrebbe qui ancora uguale a 48/P; siccome vien subito 
dal punto 1.0 

3.®Si baia somma GG'*4-GG"*-4-GG"'*= — • /~-t 5-_i 1,1 

= V-^> ^=^(P—à)(p—c)-\-b(p—a)(p—c)-\-c(p~a)(p—b) 

= a [bc — p(p — «)] + 6 [ac—p(p — 6)] + c[aò — p (p — c)] 
= óabc — p (ap — o*4- bp — cp — c’) = 3 abc — p(2p*— 2?) 

=3flòc— 2p(p* — q ) ; per cui il prodotto JV = — iabep(p’-q) 

= i8/i^-8H(i/i + r) =ì6fì‘-8/{r; 

dunque GG^’-f G^'*-|- GG'""’= 8 /? (2 fl — r). 

y — 2 2 

Parimente la somma G'G +G'G’" +G'G"' = — I 

^ p— ti I p I p-^b I / 

=~.M\ dove 4/'=:a[òc— pfp — o)] + cp(p — c)-f-òp(p — fi) 
= flfic + p(— op + a^-(-cp— c^+ bp~fi‘) = flfic 4-p . 1 2p (p— a)— 2y+2a2 1 
= abc-i-'ìp\p — a) — 2p9 + 2pa^ Ma, posto p = p — a-|-a, 
si ha p*= (p — af+ o (fi + c), c pq = (p — a)q + aq: dunque 
viene, sostituendo, iV'=afic-l-2(p— a)[(p— a)’— y]+o(2(p— a)(fi+c) 

-29 + 2pa} = afic+2(p-o)(_4/fr'+r'»)-)-a.26c; e 

quindi il modotio 2^. 4P — jj, 

+ AP + P-)^^ 16/P+8/?r", va^Tdire la somma 

GG+GG + G G'" = 8/?(2/?4-r'). Fn pari modo, si otterranno 
le akrc relative a G , a G ' ; che seguirebbero da questa, cangiando 
r' in r”, in r'". 

Anche questi risultati si possono confermare, mediante la figura. 
Infatti, valendosi qui delle formole del n.® 34, si avrebbero al pre- 
sente le somme 



G^+ G7r+GG^’ = ^ (ar'+6r"-f cr'"), 
G^’+ +6r"'+cr"), 

G^j’-f G^’’ + G"G"’* = (ar"'-f fir + cr' ), 

G”'G -1-G"'G' -}-G"'G" («r" -f- fir' -+-cr ). 

Ma dividendo per 2 tutti i termini delle parentesi, e rimpiazzando 
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essi coi iriangoli della figura, di cui vengono a esprimer Tarea; 
trovasi il valore di ciascun triuomio trasformato come segue: 

-Lar' +-rbr" -t-4-cr'"= BCG’+ACG '-f- ABG'''=G'G''G'"— ABC 
= ÌpH — pr = p(2fl — r); 

4-or = BCG-f-ACG"'4-ABG" =«G"G"'+ABC 

= 2fp— n)rt-|-(p — a)r' =fp— aX2fl+r'); 
±ar"'+-y)r +4-cr' = BCG"’+ACG4-ABG' =GG'G"' -l- ABC 
= 2(p-6}/f+(p-6)r'' =(p-6)(2rt+r”>, 
_Laj-" -j — ^cr = BCG''+ ACG + ABG =GG'G''+ABC 

= 2;p-c)fl+(p-c)r'"= p-cX2fi+r'"> 



D'altronde i fattori esterni 

rther" 4fl nbef" 4 fi 



S.pi' 



ahrr' 4fiS.r’ 4fi 

’ S* S ai* ' P— <* 



74 —=^: dunque, sostituendo, e moltiplicando per 2, 

in compenso della divisione fatta, si concliiudono le somme indicate 
uguali, in ordine, aiprodolti 8/i(2/ì — r), SR(Jllì+r'), 8/f(2/? + r"), 

8B(2fl4-»"")- 

Facendo la somma generale di queste quattro somme parziali, si 
ottiene essa cosi espressa da 8B(8/? — r-^-f'-]-r''-\-r"’) = sh{SR+ilì) 
= 8fl.l2B; onde, dividendo per 2 da ambe le parti, conchiudesi 
pure la seguente somma: 

(j (j' -1- G G" -|- GG'" + G'G" -}- G'G”' G''G"' = 48 /{*; 

‘ t 

che dimostra: 

La somma dei quadrati delie sei distanze fra i quattro centri 
dei circoli inscritto ed eseritti ad un triangolo dato, è uguale a 
quarantotto volle il quadrato del raggio del suo circolo circoscritto, 

4.» Si ha la somma GG' 4-GG" +G'G" =abc. + 

= (fl-j-6-|-c)p — fl6 — <i6 = 2p-— 2o6 = ’2(p‘—ab). Ma 
essendo p"= (p — c -h cf= (p — cf+ (a + 6)c, e cosi p’— ab 
= (p — cf^ ac bc — ab = (p—cf—{ab — ac — bc), ovvero 

p^—ab = ip—cj‘—m"'= 2 (p— c)*— wi'"— (p— c)*= q—{p—cf 
= kRr"‘—r"'\ viene delta somma = g " • 2 (4 ft — r" ') r" ' 

= 8/f(4ft-r"’), 0 cioè GG^VcG^VG^'’=8fl(Afl— 

J ^ ; -> 

Analogamente si troveranno le somme GG' -4* GG'" G'G " 
= BR(iR — r"), e GG^*4-CG'"'+tl''fi'"’=8fl(4fl — r'). Ma 
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si Ila invece la seguenie G'G" -|-G'G'" -|-G"G"' = abc. 

I u>-axp-c) I ;P-«>P- -6' } =^‘ ® t^-«(p-<^>i-b(^l>}+c(p- c) 

= (a + b+c)p — (a^+b^+c‘) = '2jp‘—^q = ^p‘—q); e quindi 
L = 2 (4 fi r + »^) = 3r (4 fl + 0; venire ^ = *~r ■ perciò 

1 2 J 

si conchiudc questa somma G'G" +G G”' +G"G‘" =8fi(4fi + r). 

Questi risultati vengono del resto a riuscir compresi nei precedenti , 
dai quali si deducono all' istante, sottraendo una di quelle somme 
dalla riunione delle altre ire; ovvero suUraendo ciascuna di esse alla 
volta dalla somma ultima formata dei quadrati di tulle c sei le di- 
stanze in questione. Per esempio, sollraedovi la 4.‘,si oltiene la I.* 
delle attuali somme espressa dalla dilTerenza 48 fi* — 8fi(2fl-t-r"') 
= 8fi (Gfi — 2 fi — r"') = 8fi (4fi — r'"); e cosi le allre analoghe 
a questa. Invece, soitraendovi la 1.* di quelle, risulta la 4.“ .soninia 
delle presenti, espressa da 48fi* — 8fi(2fi — r) = 8fi(6fi — 2fi-|-r) 
= 8fi(4fi-|-r). 

Adoperando le formde del n.“ 34, si avrebbe quest' ultima somma 






Ora la quantità ^ quell» incontrala in un calcolo 

del n.“ 31, dove si ebbe ad avvertire il suo valore z=8fi-|-2r 
= 2(4fi-+-r): perciò si conchiudc pure detta somma = 8fi(4fi+r); 
come negli altri modi. 



37. — Nei precedenti calcoli, si sono ottenute le distanze dei 
quattro centri G, G', G", G'", fra di loro a due a due, ed ai ver- 
tici del triangolo ABC, espresse cosi nei soli lati a, b, c di quest’ul- 
timo (n.“ 28), come anche nei raggi dei circoli corrispondenti (n.“ 30). 
Ora un’ altra questione generale può proporsi , che sarebbe di cal- 
colare del pari le distanze degli stessi centri e degli stessi ver- 
tici ad altri punti principali della lignea, quali sono il centro 0 del 
circolo circoscritto al triangolo, rincontro V delle sue tre altezze, cd 
il centro del suo circolo racdioscrilto; come pure le distanze di 
questi punti fra di loro; ed altre linee’ancora, eollegate a quelle per 
intima relazione o dipendenza. Di silTatti calcoli ci andremo ben noi 
ad occupare progressivamente nel seguito di questa Memoria: frattanto 
imprendiamo qui a stabilire le formule delle distanze del centro 0 
del circolo circoscritto ai delti centri G, G', G", G"' dei circoli 
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inscrillo cd ‘cscrilli; delle quali daremo una nuova dimoslrazione assai 
semplice, injji))endenle dai calcoli già compiuti. 

Immaginniìuu segnala la retta OG, e prolungata fìno all' incontro 
della circonferenza circoscritta nei punti a e 6 , dalle parli rispettive 
diOediG; si avrebbe il prodotto delle linee oG.6G=(aO-i*OGXcO-j-OG) 

= (/I OG) (/? — OG) = /P — OG , Ma le corde a€ e AD taglian- 
dosi al punto G, nel circolo di centro 0, danno il prodotto «xG.eG 

=AG.DG: onde questo \G.DG=/l ^ — OG , c quindi 0G*=/?* — AG.DG. 
Ora un tal prodoUo^AG . DG = (AD — DG) . DG = AD . (GS SD) — DG 
= AD.GS-t-AD.SD — DG : d'altra parte i U'iangoli simili A CD e CDS 
danno la proporzione CD : AD;: SD : CD, che dimostra il prodollo 
AD . SD = CD , mentre già CD = DG: perciò rimane semplicemente 
il primo AG.DG = AD.GS. Ma ancora i triangoli rettangoli simili 
ADD’ c GSZ fornendo la proporzione AD : DD' :: GZ : GS ne risulta 
il prodollo AD . GS = DD'. GZ = . r; dunque si concbiude la 

formolo 0G*= /I* — 2flr, che fornisce l’espressione della distanza 
OG in funzione dei soli raggi corrispondenti /? ed r. 

Questa formola dà luogo ad un’osservazione importante. Essendo 

0G*= Iì(/i — 2r) una quantità essenzialmente positiva, deve sempre 
aversi in conseguenza /? >2r; ciò che dimostra: che ogni qualvolta 
uno stesso triangolo ABC sia inscritto in un circolo di raggio R, e 
ad un tempo circoscritto ad altro circolo di raggio r, deve sempre 
trovarsi il primo raggio maggiore dei doppio del secondo; e cioè il 
raggio del circolo circoscritto al triangolo maggiore del diametro del 
circolo inscritto nel medesimo. (Questo risultato si accorda pure col 
fatto di essere in generale r < />, raggio del circolo medioscrilto , il 
quale f=-^R). Se i circoli vogliansi concentrici, allora , |)er ÓG = 0, 
deve riuscire R — 2r =0, ossia r = -^R, vale a dire i raggi l’uno 
metà dell’ altro ; ed il triangolo sarà equilatero. Non vcriflcandosi 
queste condizioni, |>er due circoli assegnati in un piano, sarebbe 
impossibile di mai inscrivere nell’ uno di essi un triangolo, che riu- 
scisse ad un tempo circoscritto all’ altro: ma verificandosi desse invece, 
il fallo di tale inscrizione troverebbesi allora possibile per una infinità 
di maniere diverse. É questo un caso particolare di un teorema più 
generale dovuto a Poscelet, sui |>oligooi inscritti c circoscritti nello 
stesso tempo a due sezioni coniche , e di qualunque numero di lati. 
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Consideriamo il cenlro G' di uno dei circoli escriui; cd unito 
questo ad 0, si prolunghi la retta G’O fino a incontrare la circon- 
ferenza circoscritta in un punto a, ruculre già la interseca in altro 
punto, che diciamo 6; si avrà il prodotto G'a.G'e=(G'0+0a)(G'0 — Os) 

=(OG'+/?)(OG'— fl) = Ò(r — da cui segue ÓG ’=fl’-|-G'a.G'e. 
Ma, risjietto al circolo di centro 0, le secanti intiere G'a e G'A 
essendo inversamente proporzionali alle loro parli esterne G’e c G'D, 

si ha il prodotto G'a . G's = G'A . G'D: onde OG' = /{*+ AG'. DG'. 
Or trovasi ancora questo prodotto AG'. DG'= (AD-j-DG') . DG' 

=AD . (SG'~ SD) +!)(?*= AD . SG'— AD . SD-f- D(v"= AD. SG', 

a motivo di AD.SD = DC, e DG'= DC: d'altronde i triangoli 
simili ADD' c G'SZ' fornendo la proporzione AD : DD' ::G'Z': SG', 
si rileva che AD . SG' = DD' . G'Z'= 2/1 . r': dunque si couchiudc 

la formula OG' = /ì*+ 2/?r'. In modo analogo, si otterranno le altre 
6(r'’= /?’+ 2 «r'', (kP’= fl’4- 2 flr ''. 



In queste dimostrazioni, giunti alle uguaglianze OG*=/l’— AG.DG, 

e OG' = /l*-}- AG' . DG', avrebbesi potuto procedere diversamente; 
cercando a comporre i prodotti indicati nei secondi membri, colle 
espressioni che già si hanno dei loro fattori, date al n.° 28: ma 
ciò non si è fatto, allo scopo di rendere indipendenti le stesse dimo- 
strazioni da quelli risultali. Del resto, a modo solo di conferma, si 



sarebbe allora ottenuto immediatamente i valori di AG. DG =— a . 

a p* 



I abe ^ 
T ' p 
I ^ ah e . 
T" p—a 



. *11 

P 

4 RS 
p-a 



= IK.r, 
= 'ìR.r'. 



di AG . DG'=-f 



6«r« 
(p— Oi« 



Addizionando le quattro forinole dimostrate, si conchiude la somma 

ÒG*-|- ÒG^*-f- ÒG^*-|- ÓG^''= 4 2 /? (— r + r'+ r"+r'") 

= 4 «*-4-2/? .4/?= 12/?*; 

che si enuncia : 

La somma dei quadrati delle distanze del centro del circolo cir- 
coscritto ai quattro centri dei circoli inscritto ed escritti, è uguale 
a dodici volte il quadrato del raggio del circolo circoscritto. 

D’altronde si ha OA -}- OB -j- OC = 3/?^, essendo OA = OB 
= OC = lì per ipotesi. 
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38. — Passiamo ora a considerare le Ire altezze AL, RM, CN 
del triangolo ABC; per le (piali vengono determinali sopra i suoi 
lati dei nuovi segmenti, che imporla di ealeolarc, insieme a quelli 
delle stesse altezze, divise al loro incontro V; prima di procedere a 
calcoli più complessi di altre lince, che nc dipendono. 

Nel triangolo ABC, si hanno le seguenti relazioni fondamentali: 

c’— i'Ù.AM, 2o.BL, c^=a‘+t/‘—‘-2a.C.l, 

a’=ùHc’— ‘>c.AN; 6==a'-f-c=— Sc.BN; c’=a"-l-6'— 2Ù.C.M; 
dalle quali si licavano, in ordine, i valori dei segmenti: 






BN = s:±|'^; 



CL 

C.M 



2a ’ 

n'4- 

— iO 



Ma ponendo la somma dei quailrati a’+ e*= 2(/, riescono 
le diirerenzc 6^-|- c^ — «-= 2(/ — 2fl’=2(^ — «^), — 6’ 

= 2 (/ — 2 h'= '2{q — b^} , a^+ b^ — c^= 2 y — 2 c’= 2 — é) i 

onde si avranno gli stessi segmenti cosi espressi: 

AM=3^’,'AN = 3^; BL=ti', BN=i^; CL=i^, CM = 2:^. 

Se si considerano le parti dei lati comprese fra i piedi delle altezze 
e i loro punti di mezzo, avrcbltersi queste 

^ K = eomc si possono anche ottenere direttamente. Infatti, osser- 

——2 * - ; — J 

valido, in esempio, che si ha c-— BL = AL = 6*— CL ,ne segue 
requazioncCL — BL =ù’ — c’ ovvero (CL-fBL)(CL — BL) = ft’ — c"; 
dalla quale si ricava il valore della diirercnza CL — BL=:^A 
essendo quello della somma CL -)- BL =: a. Ma il fatto di BII = CI1 
sciogliendosi in questo BL + LI! = CL — Lll, ne deriva 21.11 = CL — BL; 
onde si conchiude il valore di L H = Frattanto si 
avrebbero di qui pure i segmenti CL=-L<i_f- ' 



a 



L= — 0 5 — -=-^^ — , come sopra: ed inoltre si pos- 

sono (n.® 26) avvertire i prodotti SS'. LH = ic, TT'. MI = ac, 

UU'.NK = «6. 

Riguardo alle altezze del triangolo, i loro quadrali vengono imme- 
diatamente espressi come segue: 



A L = = c* — ; B.m’= à 



j dl-^*l‘ t Ul~a‘) '. 



CN 



(q-w 12 cq-«*) ' 

fi '' r> ’ 
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Quindi , avendosi il doppio dell' area cioè 2S = a.AL=6.BM = c.CN, 
se ne olliene loslo , elevando al quadralo , e sosliluendo , la tripla 
espressione di 

iS^= a^b'^ — (q—c^y=aic^ — (q — b^f =b'^c'‘ — (q-a^f- 
Rimesso per q il suo valore quesla diverrebbe la seguente 

c , sviluppando , si riduce all’ unica appresso : 

1 6 2 aV+ 2 aV+ 2 6 V— a*— b*—c*. 

Intanto da ognuna delle precedenti |)otrebbcsi or dedurre l' e- 
spressione di S già ottenuta al n." 30 : avendosi , ad esempio , dalla 
prima successivamente il valore di 

1 6 S*= 4a’6* — (a’+à* — c’/=( 2 a& + — c*)\ 2 aà — o’ — à*-f- c*) 

= {(a+ 6 )*— } { c^— (a— 6 )* }=(a+ 6 +cXo+à— c)(c-l-a— 6 )(c— a+ 6 ) 
= -2p.'2(p-c).‘-2(p—b).^2(p—a) = \&p(p—a)(p—b)(p—c) ; 

da cui si ricava S = J/'p(j) — a){p — b)(p — c)- 

Dei sopra delti segmenti dei lati di ABC, determinali dalle al- 
tezze , componendo i prodotti a tre a tre non-consccitlivi sid con- 
torno del triangolo ; si trovano qui pure ì due prodotti risultanti 
uguali fra loro ; come in altri casi consimili di altri segmenti ; 
avendosi al presente l’ espressione di 

AM.BN.CL = t5=^«-r^<^ = AN.BL.CM; 
per cui può dirsi ; 

// prodotto di tre segmenti alternati è uguale al prodotto degli 
altri tre. 

Si calcolerà appresso il valor comune di questi due prodotti. 

39. — Le quantità , o differenze , q — o^ q—b^, q—c'‘, venendo 
a entrare di fretpicntc nelle formolc clic si andranno a dimostrare ; 
credo vantaggioso di avvertire fin d' ora alcuni ri.sullali di loro .spe- 
ciali combinazioni ; da valersene all' uopo , secondo le circostanze. 

Lo sviluppo dianzi avuto di ICS’ trasformasi successivamente 
come segue: 

ì G S^= 2 2 n’c’— 2a'+ a*—b* — c‘ -+- 2 6V= 2 o-(à’+ 1 a*) 

+ a* — (6* — c*/= 2 a'( -f- («■-+• b^ — c^)(a^ — ò--|- c^) 

= 2 a*. 2(7 — o’) -t- 2(7 — c*) . 2(7 — b^). 
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Dividendo per 4 da <'imbe le parti , ed estendendo a 6 , e a e , 
quanto si appalesa rispetto ad a; eonehiudesi la tripla relazione 
4 S’= a\q — a’) + (? — — c’) 

— {q—a}) (q—c^) = - /f ) -H (q—a^) (?—&’) ; 

la quale, unita alla già veduta 4 S*= 6 V — (q — c?f=c^c‘ — {q — 6*)’ . 
= e^l? — {q — c’)*, ci fornirà una trasformazione utile dei prodotti a 
due a due delle diITcrenze q — o*, q — Ir, q — c’, anche ripetute le 
stesse come fattori. 

Inoltre staranno sempre le seguenti identità: 
q (q—a^) +(.q—l>‘) (q—c‘) = lr‘c‘, q (q —(r)+(q—a‘)(q—e‘) = n V , 

9 (9 — c’) + ( 9 — «’) (9 — ft’) = ; 

che si accordano bene colle precedenti. Poiché avendosi , ad esem- 
pio, dalle une e dalle altre lo stesso prodotto 

(q — 6*) (q — c^) = 6V — q(q — a?) = 4 S’ — a^(q — o’) , 
si riconosce pur vera la nuova relazione che ne risulta'; la 'quale rinviene 
subito a questa l/c* — iS^=q(q — o’j — a\q — o’)=(q— a*)(q — o*) 
= (q — a’/, come è di fatto. 

L'espre.ssione di 4 S’, o vogliam dire di può anche esser messa 
sotto altre forme. Se si avverte che a‘=ìq — 6* — c^~(q — f^)+(,q — e*), 
per cui il prodotto a‘(q—(^)={q — b^)(q — a-)-\-{q—(P)(q—a^); 
si potrà eo.si scrivere la formula 

4 S’= (q—a^)(q—i;‘)+(q—à‘) (q—c^) -1- (<7— 6*)(?— c?). 

Se quindi si addizionano insieme le tre prime del presente 
numero , avendo mente a quest' ultima , si ottiene la somma 
12 S*=a’(q — a*)-t-à^(9 — b^) + c\q — c*)-[- 4 S*; dalla quale si ri- 
cava pure la segiienie ^ 

8S'= a\q—a^) -\-b\q-U‘) + 0^(9— c’). 

Sviluppando questa , si trova : 8S*=(a’-f-ò*+<^)9 — <t* — 1 >* — c*, o.ssia 
8S’=2^ — a* — b* — c\ che darebbe la somma o*-l-ò*-f-c^=29’_8S’; 
ma sottraendola invece dall'espressione di 16 S* del n.® 38 , viene 
ancora 16 S* — 8 S* cioè 85 ^= 2 2aV-+- 2 — ^q\ donde 

.segne 2oV-t-2nV-f-2ò’c^=8S’-f- 29*, ovvero la somma dei prodotti 
«V-t-«^c^-|-òV= 4 S^-j- 9 *. Più direttamente avrebbesi questa somma 
dallo sviluppo dell'altra espressione di 4 $^ dianzi avvertita; la 
quale divenendo 

45^=39’— 29(0’-!- t’-|-c^)-+-a’à’-l-oV-|- 6^0’=— 
fornisce subito la somma fl’ 6 ’ 4 - aV-f- lrr}=. 4 S-+ (f. 



V 



ied by CjOOglc 



Del reslo tulle queste relazioni sono pure conseguenze immeiliale dei 
seguenli due sviluppi di i( 7 *=(a*-t-i’+e^)*= 2 a’ 6 *+ 2 oV -4-26V 
^a*+i*+e*, e di 16 S’= 2 a^ 6 *-H 2 aV+ 26 V— a«— c<; 
i quali , sommali , e sotlralti , danno separalamcnle la somma 
49*-|-16S’=4aW-l-4aV-h46V, c la differenza 4</*— ICS* 
= 2o^-(- 26^4- 2c‘ ; onde seguono al momento i valori di 
o*6*4-o*c*+ 6V^7^4-4S*, e di o< 4 -** 4 -c'= 2^*— 8S*. 

Per dare un’applicazione delle precedenti formole, specialmente 
delle prime registrale in questo numero, calcolerò qui ora il prodotto, 
già incontralo di sopra , di tulle e tre le delle differenze q, a*, 
q—b^, q — c*; il quale prodotto si presenta pure di frequente in di- 
verse altre circostanze ; per il che io lo designerò da qui innanzi 
semplicemente con una lettera k. Senza svilupparlo , si trova desso 
trasfcrmato successivamente come sepe: 



A=(?— o*)(q'— ò*)(f/— c*) = (</—«*){ 4S*— o*( 9 — «*)} 

= 4S’( g— n*)— a*(f/— a* f z=z iS‘‘{q~à‘)— a^(b^c^—i S^) = 4S*( q—a^) 
— o*6*c*-H a*. 4 S’ = 4 S* (7 — a*-^- a*) — o* 6*c*= kq S*— a^b'c\ 
Ma fl*ò*c*=l(>/f^S*=4S^ 4/f^; dunque ancora k = iS^(q— iR^). 
Quindi sarà ciascun prodotto , considerato nel numero precedente , 



AM.BN.CL=AN. BL.CM = = = 4- • (9- * 

Frattanto avendosi , dal calcolo fatto, il valore di S*= 

— -~(^qk-^-qa}b^c^), si conehiude pure la nuova forinola 



S=^- V q{q-a^){q-b‘)i<l-(=‘) + q 



ovvero ancora la seguente 
„ rTT g«Ki)— 



'aKq.. r'q_*m 



;V qi.q-a^Xq->^Xq-c^y 



40. — Calcoliamo i segmenti delle altezze. I triangoli rettangoli si- 
mili AB L ed AVN dando le proiezioni A B : A L : BL : : AV ; A N : V N , 
.si ricavano di qui i valori di AV 



Vf IV B L . A M I 

e \IN = — , che 



AL 



divengono tosto = V N =; • Estendendo que- 

ste espressioni agli altri segmenti , i cui valori del resto si otterreb- 
bero direttamente per le altre coppie analoghe di triangoli rettangoli 
simili , si conchiudono le formule : 

r \- ciq— f*> . 

, 



* V ° 

V J ! 



LV 



Id.S 



\l V — (.Q-a'Kl-fO 
* ibS 



VV (ì— a«)(q— ft» 

’ — ieS 
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Quindi saranno pure le disianze 
OH=-f AV=2l;^^’, OK= 4-CV=^^^^: 

ma polrebbero aversi queste dircUamente , per altri triangoli della figura. 
Infatti, paragonando i due OBH ed ABM, rettangoli in H, c in M, 
si riconosce esser simili, atteso l’angolo BOFI = BAM = A, eoine 
aventi la stessa misura BD, metà dell’arco BDC: prciò la propor- 
zione OH;BH::AM:BM, che determina OH — . ahq 

stesso modo si otterrebbero 01, ed OK: ed allora, dal confronto, si con- 
chiuderebbero le relazioni OH = -^AV, OI=-^BV, 0K = -^ CV; 

quando ciò non si fosse ancora dimostralo per altri modi ; siccome 
invece lo fu ai n.' 8 e 10. 

Cognite OH, 01, OK, ne seguiranno le distanze DH = /f — OH, 
= ^ — 01, FK = fl — OK. La prima diviene successivamente ; 



DII = ^. ( 2 I = , 1 I 

a S. Ip— 6),p— cì aS 

come si otterrebbe più presto, osservando che C D =DD'.DH = 2fl.DH, 



mentre di già CD segue ai momento il va- 
lore di DI1= ,D = y - rt!’ ... =^^ 1 7 1'^ Analogamente sa- 



■Jp(p-a) 



' 4p(p~a) .2fi ^ Ì.iR. p(p— ti> 

ranno EI = , p^p-6) ’ *' considerino invece le 

distanze D'H = 7?-1-0H, E'l = fi-l-OI, F'K = fl-HOK, iroverebbersi 



pur queste D'H = , E'I 



OS 

Jtp-u;(p-cl ’ 



F’K=; 



eS 



' »(P-a)(p-M 

Per verificazione, si osservi che risultano i prodotti UH. DEI =-^. 
EI.EI = -^, FK.F'K=-^, come è manifesto in figura. 

Formando il quadrato di AV, si ottiene desso eosì trasformato 

AV — Y§i — a^=iR^ — a. e didatti sarebbe 

9H*=ÓB -Bif=:B-’-^a^ onde ÀV*=(20H/=4.ÒH'=4«*-a’. 



inoltre, se si segnasse il triangolo A'B'C', di cui si è parlalo al ii." 8, 
rispetto al quale sarebbe V il centro del circolo circoscritto , di rag- 
gio 2 fl ; si avrebbe , anche più direttamente , l’ espressione di 

AV=VB' — AB' =4/?’ — a’; come del pari BV*=4/f^ — ò-, 

CV =4/i* — c’. Quindi risulta la somma AV -t-BV*+CV^= 12/?*— 2^. 



Digitized by Google 



:>ì> 

Polrebl)cro farsi i quadrali di LV , MV, NV; ma non presenlt- 
rebboru interesse, nè semplicità di risultali piultoslo meritano di es- 
sere avvertili i prodotti di questi tre segmenti, e dei tre primi; che 
divengono successivamente espressi come segue: 



A V ■ B V ■ C V = ^ ; 

lv.mv.nv= 

e se ne avrebbe il rapporto y. SV.Sv =8/?*=(2/f)’. 



41. — Siamo ora in grado di calcolare le distanze del nuovo 
punto V ai centri di già considerati 0, G, G', ecc.; dalle quali co- 
gnite seguiranno poi prontamente quelle relative al centro a? del 
cingolo incdioscrillo , come si vedrà a suo luogo. 

Segnalo il raggio OA , si immagini condotta una retta Oy, pa- 
rallela a BC, fino all’ incontro di AL in y: si avrà in figura un 
triangolo AOV, nel quale conoscendo i lati AO ed AV , ed il 
segmento Ay = AL — Oli, sul lato AV, adiacente all’angolo OAV, 
cui si trova o|)poslo il terzo lato incognito OV; sarà però questo 

2 2 ì 

determinalo dalla relazione OV =AO-hAV — 2 AV.Ay; la quale * 
diviene successivamente 

(Tv' = fl* -h à‘ — . (v — 

= 2(9-«0 + 

ovvero , poiché = \\ = <i*, questa : 

Òv’= 5/?*— a*— 294-2 «’+ 4 fl’— a^= 2 q. 

Quindi , essendo a> alla metà di OV, 0 cioè le distanze Oaj=Vo>=-fOV , 

si avrà a un tempo la formola 0a=\'a>=-^0\’=~{dR^ — 29), 

ossia 0(u = Voj ^ 9 • 

— * — * — • » 

Atteso le relazioni, altrove dimostrate, AV + BV -|-CV = 12/1—29, 
ed AO 4-BO -l-CO =3/i^; si può qui avvertire che si avrebbe la 
seguente (a V +B V -l-G V ) — (aO +B 0 -j-CO ) = VO • 

— j . . 

L’espressione di OV , testé ottenuta, non è quella sotto cui si 
presenta da altri autori ; ma vi si riduce pure al momento , elimi- 
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iiando da essa la quanlilà q, delia quale io faccio uso, per la rela- 
zione q=p- — -4/?r — stabilita al n.® 33 : ne risulta così allora 

r espressione , meno semplice , di OV = 9/<’+8/fr-l-2r* — 2jo*; , ad 
un tempo clic quella di Otu = \a =-^ R^+'ìRr + — — j-p^ 



42. — Con metodo analogo al precedente , si troveranno i va- 
lori delle distanze VG, VG', ecc., come appresso. 

Segnata VG, si conduca dal punto G una parallela Gn a liC, 
lino all' incontro in » con AL: si avrà qui un triangolo AGV, nel 
quale essendo cogniti i lati AG , AV , e il segmento A«=AL — GZ, 
adiacente all’ angolo GAY , cui è opposto il terzo lato GV , risulterà 

— 1 — j — i 

quest'ultimo determinato per la relazione VG=AG-4-AV — 2AV.A«, 
la quale diviene da prima: 

Vg' = 4- 4 _ «J _ _ A) 

= Alitai ^ ifìi—a’— <2(q—a^) + ^S3^. 

Ma avendosi bc — 2^=6c — —'^~=bc — 4/?r; ed, 

a motivo di q — a*=2p ’ — m — a^=2p ^ — ab — ac — bc — a* 
= 2p* — a(A-f-c-l-a) — bc = 2p* — 2ap — bc , riuscendo 
att-a j — — ^^=^pa — 2a* — iRr; si ottiene la 

somma i questi due termini 



ili(p0 4_i<2^> = 6c---4/?r + (a4-6-^ c)a — 2a^ — iRr. 
= bc—8Rr+a^+ab + ae—2a^ = m — 8Rr—a^=:2p^ — q—8Rr — ar 

= 2(/-|-8/?r + 2r’— q — ^Rr — a^=q-\-'2r ^ — 



onde viene l'espressione di 

Vg’= 9 -{- 2 r o’+ 4 R 2— a’— 2 «/ + 2 a’= 4 /{=+ 2 r q ; 

od ancora, jiel valore di q in p*, questa VG =4/?*+4flr-|-3r’ — p’. 

Parimente, dal punto G' eonducendo G'v' parallela a BC, lino 
all’ incontro in»' di AL prolungata, con che si determina il 
segmento A»'=AL+G'Z'; si avrà , nel triangolo AG'V, la relazione 

VG'=AG'+AY — 2AV.A«', che diviene: 



VG'* = ^ + 4 — a» — 



n tq—a‘\ _ /ì S 



(IL 4- -L.') 

V O ‘ p—«/ 



hrp 

p— a 



+ 4«- — o^— ’ì(q~-a-) — 



aCq—a‘ì _ 
p'-a 
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Ora il .ermine = 6 . + = 6 c +1^^ 

= 6 c + 4/?r ; d’alironde, a molivodi q — a^=2(p — a)* — m ' — a*= 
2 (p — a/+ ab + ac — bc — a*= 2 (p — a)^+a(ft+ c — a) — 6 c 
= 2 (p — o)’+ 2 a(p — a) — bc , divenendo 1 ’ altro fermine 
2 a(p-a) + 20 » -^ = 2 a(p-a) + 2 a»- 4/?r' ; 
si ottiene la* differenza di questi due termini 

+ 4flr- - a (6 + c - a) - 2a»+ 4 /?r' = 
bc + 8Jìr' — ab — ac + a* — 2 a*= »»'-+- 8 /?r' — a’= 2 (p — a)* — q 
■+■ 8 lìr ' — a’= 2 ^ — 8 /f r '-|-2 r’ — 9 8 flr' — a*= q + 2 r'* — a*; 

onde, sostituendo, risulta l'espressione di 
w’=g + 2r'*— a’+4/l* — a» — 29 + 2a>=4/f» + 2r’— q; 

od ancora VG'* = 4/J* — iRr'-\-Zr'* — (p—aìf, pel valore di q 
in (p— a)’- 

In modo analogo si dedurranno le espressioni di VG" , e VG"' , 

che seguiranno pur da questa di VG' , cangiando r' in r", in r"', 
ad un tempo che a in 6 , in c. 

Addizionando le quattro formolo ottenute, viene la somma 

Vg’ + VG^* VG^'* + VG"'* 

= 1 6 /?’+ 2 (r’ 4 - r'*+ r"*+r — 4? = 1 6/f *+ 32/?*— 4q— 4q 
= 48/?*-8q = 8(6/?»-q) = 4 {w + 3fl*) = 4(vA*+ VB’-f-"^’) ' 

43. — Per dedurre adesso le distanze del centro 03 del circolo 
medioscritto ai quattro centri G, G', G", G'" dei circoli inscritto ed 
escritti ; già conoscendosi quelle di tu ai punti 0 e V ; si osservi 
che, essendo m situato alla metà di OV, avrebbesi sempre in figura 
un triangolo GOV, 0 G’OV , ecc., di cui sono cogniti ormai tulli i 
tre lati, e nel quale la distanza cercata Gai, 0 G'oi, ecc. sarebbe la 
mediana del Iato OV, partita dal vertice opposto G, 0 G‘, ecc.; 
onde , per un nolo teorema di Geometria elementare , si avranno al 
momento , in tali triangoli , le seguenti relazioni ; 

GÒ’ 4- GV’= 20^+20^*, (TÒ’4-Gt’= 2G^V2Ó^*, ecc. 
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Rimpiazzando i lati per le loro espressioni , si rieava da queste 
rispettivamente : 

Ga3 = 4-G04--rGV — Ooj 
/?r+2/?*+r>— + /?»— y?r+r* ; 

G a; = -f G'O + 4-G'V — 0« 

= 4- Rr'+ 2/l»+ r'-4 g-±n^+^q = ^R^+Rr'+r'^-, 

ovvero Geo = (4 fi— »•)’=((>—»■)’, G'<o*=( 4/J 
ed in conseguenza G<o = e—r, G'o) = p4-r'; come del pari sarebbe 
G"o> = P+r", G"'<u = Questi risultali ci dimostrano adun- 

que che il circolo medioscrìlto del triangolo ABC riuscirà a un tempo 
tangente a ciascuno dei quattro circoli inscritto ed escritti del mede- 
simo ; dapix)ichè le distanze del suo centro ai centri di questi ultimi 
sono uguali alla differenza , ed alle somme dei raggi corrispondenti. 
Una circostanza ben rimarchevole si viene a scoprire per i detti 

valori di Geo, G'co, ecc. Essendo OG = 1R{^R — r) = 2/?(/>— r) 

= 2/?. Geo; Ò^'*=2/l(4« + r')=2fl(f+r') = 2fl.G'eo; come 

anche OG" = 2fl.G”eo, OG'" = 2/?.G"'eo; le quali si sciolgono 
nelle proporzioni 2/? ; OG OG : Geo , 2/1 : OG' ;; OG : G'eo , ecc.; si 
appalesa così questo teorema: 

La distanza del centro del circolo circoscritto ad ogni centro di 
circolo inscritto od escritto è sempre media proporziotiale fra il 
diametro del circolo circoscritto e la distanza dello stesso centro 
di circolo inscritto od escritto al centro del circolo medioscrillo. 

In altri termini : 

La distanza d' ogni centro di circolo inscritto od escritto al cen- 
tro del circolo medioscritto è sempre terza proporzionale al dia- 
metro del circolo circoscritto ed alta distanza del suo centro da 
quello di detto circolo inscritto od escritto. 

Un' altra osservazione può farsi a proposito di siflalli risultati. 

Se, unitamente al triangolo primitivo ARC, si considerino i tre 
nuovi triangoli BCV, ACV, ABV; per questi rimanendo hssamcnle 
lo stesso il triangolo LMN dei piedi delle altezze corrispondenti 
(n.® 19), e cosi lo stesso il circolo medioscritto, che a ciascuno si 
rapporta ; la proprietà teste dimostrata , della tangenza di quest' ul- 



Digitized by Google 



59 



timo coi quattro circoli inscritto ed escrilli di ABC (proprietà vera 
d'altronde, qualunque sia la forma di ABC medesimo, abbcnchè 
solo considerato di preferenza il caso di ABC acutangolo), dovrà 
estendersi egualmente e verificarsi per rispetto ad ogni gni|)|)o dei 
quattro circoli inscritti ed escritti ai detti triangoli BCV, ACV, ABV; 
donde si conchiude questo teorema generale : 

Il circolo medioscritlo di ttn triangolo è tangente ad un tempo 
ai sedici circoli inscritti ed escritti dei quattro triangoli (compreso 
il dato) formati dai suoi vertici c t incontro delle altezze. 

La figura ABCV è ciò che si chiama dai moderni geometri un 
tetragono completo ortogonale; il quale si riguarda come composto 
dei sei luti AB, AC, BC, AV, BV , CV, con quattro vertici 
A, B, C, V; c dove i punti L, M, N si dicono le intersezioni o i 
punti di concorso delle, coppie di lati opposti AV c BC, BV e AC, 
CV e AB , attualmente ortogonali ossia perpendicolari fra loro: quindi, 
cpnvencudo di chiamare tuttavia col nome di circolo medioscritto 
del tetragono coìnplelo ortogonale ABCV quello che passa per que- 
sti punti di concorso de' suoi lati opposti , si potranno enunciare le 
proprietà dimostrate sul medesimo come segue : 

Jl circolo medioscritlo di ogni tetragono completo ortogonale passa 
pei’ I punti di mezzo di tutti i suoi lati , ed è tangente ai sedici 
circoli inscritti ed escritti dei quattro triangoli determinati dai ver- 
tici del tetragono presi a tre a tre. 

44. — Con metodo analogo a quello praticato nel preredente 
numero, potranno ottenersi le distanze del centro a ai vertici A, B, C 
del triangolo proposto; riuscendo pure ognuna di queste, come 
Ao], la mediana di un triangolo, siccome AOV, ,di cui si cono- 
scono i tre lati. Ad esempio, in questo detto AOV, la relazione 

ÀÌ)V^= 2 A o)-f- 20 co somministrerebbe tosto il valore di 

Aco = ^ AO -J- AV — Ow , che diviene : 

4- «’-H 2/1^- 4- a*- 4-9 = -r T (« - «^) 

e parimente si avrebbero quelli di Boj =f^-\--^(q — 6 *), c di 
Co> = f’-|-4 - (9 — c’). Di qui segue la somma 

A oj Boj Co> o ~ 29) = of^-| ^9" 
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.Ma in altro modo si |niò pervenire a queste medesime espressioni 
delle distanze A co, Ba>, C<». 

Se si immagina dal punto A condotta una tangente Ad al circolo 
medioscritto, c segnato il raggio <ud; sarebbe la distanza Acu l'ipo- 
tcnusa di un triangolo rettangolo \co6, nel quale si avrà perciò 

— J 2 ^2 2 

Aco = Ad -f- <o6 = Ad Or paragonando la tangente Ad alla 
secante AI, per esempio, che taglia il circolo medioscritto in M, 
viene il suo quadralo Ad ^ Kì . KM = — o'): 

dunque si conchiude Acu =/>*-!- -y (g — o*); e cosi delle altre. 

Diinoslraie direllamente in tal guisa queste espressioni di Aiv, Bcu, C», 
si potrebbe poi valere di esse nel calcolo delle altre linee della figura , 
|>er esempio in quello principale della 0V = 20<u, clic si ricave- 

reblic dalla relazione già sopra scritta AO + AV = 2A<»-|-20a3, 
la quale dà al momento il valore di 

5V*= 40^ = 2ÀoV 2AV’— 4A^’ 

= 2fi’+ 8/1*— 2o*— /f*— -2q 4- 2a*= 9/ì*— 2q, 
come si è trovato al n.” 41. 



43. — il circolo medioscritto del triangolo ABC , qui innanzi 
considerato , essendo la stessa cosa che il circolo circoscritto al trian- 
golo LMN dei piedi delle altezze di ABC; si è veduto al n." 11 
come, rispetto a questo, i punti V, A, B, C siano insieme i centri 
dei suoi circoli inscrillo cd escritti corris|iondcnli ; onde fra essi e 
il centro <u dovranno passare le stesse o analoghe relazioni osser- 
vate fra il centro 0 ed i centri G, G', G", G"'. Si è ciò quanto 
si potrà pure facilmente confermare ; dopo cogniti i raggi dei nuovi 
circoli di centri V, A, B, C, che andiamo a dedurre; distinguendoli 
in ordine eolie lettere t, t', r", r'". 

Dal punto V abbassando una perpendicolare Vt sopra àlN, si 
forma un triangolo rettangolo VlN simile al triangolo ALC, dappoiché 
l'angolo VNt = comp/C = LAC; onde la proporzione Vi ; V^ LC : AC 

determinerà il raggio r = Vi = che risulta t = 






ossia 



<1-4 n« 



8flS« ’ ‘ 3« 

Abbassando da A sopra MN la perpendicolare Al', il nuovo trian- 
golo AM', comparalo allo slc&so ALC suo simile, darà parimente la 
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proporzione Al’: AN:: AL : AC, che fornirà il valore del raggio 
T — Al — -Tc- =-5Tr- = — =Tfl--'e‘* “ot*® 

analogo si avranno i raggi . t"'=^- . 

Fra (piesii raggi si trova all' istante verificata la relazione 
— T+ t'-I- t"-|- t"'= ip, elle deve aver luogo, giusta il risultalo 
del n.® 31 ; poiché riesce tal somma =t^( — — 'ìq) 
=4^ = = 4/>: ma frattanto , valendosi al presente delle, rela- 

zioni consimili dimostrale al n.® 30 , potremo dedurre per esse gli 
elementi principali del triangolo LMN; come è fatto qui appresso. 



46 . — Primieramente, riuscendo il prodotto , 

e quindi il rapporto II TJT" — ^ ; ed equivalendo, pel'u.® 30, questo 
rapporto a dello n il semiperimetro del triangolo LMNj si ha 

cosi ;r*= 1^, da cui segue tt = 4-, e 'Ì7i = ~=z~; onde si dirà; 

— il • 

Il perimetro del triangolo LMN, dei piedi delle altezze di kBC , 
è uguale al quoziente dell area di quest' ultimo divisa pel raggio 
del suo circolo medioscritto. 

Questo risultalo si accorda con quello ottenuto verso il fine del 
n.® 3S , avvertito che ivi si avrebbe 2p = . 

In secondo luogo, avendosi il prodotto di tutti i quattro ra^i 
= S*, dicendo SI’ arca di LMN; si conchiude 
il valore di questa S = • Quindi , per le relazioni 

2 = jTr=(n — x)t'=(z~pl)t"=(tt — v)t'", se ne dedurrebbero 
i valori dei segmenti = ’f— ^ = 4"^^’ ’f— 

a — V — T' q-e> ' > ® P®*' seguilo quelli dei lati A=-y g_a- '’ 

queste espressioni potranno an- 
cora di molto semplificarsi. Infatti, essendo 4/1’ — o’ = AV = 



viene così 



. n* fq— a*) 
aOc 



■ . 0 ( 0 — a»l 

ossia X = — ; e parimente 



aoc uc'M 

^ = — Allo stesso modo, scrivendosi tt— X = 



— 0»HV-**)IV— f) 

a6e.{g—a‘i 

ancora x 

4 s» 

* aòt 



come 



si otterrà semplificalo n— X=~ - 

; lueulrc sarebbe 
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47. — Dai raggi t, t', r", t"’, prima oUenuli per la figura, 
essendosi dedoUi leslè i valori dei lali X, v, e loro segmenti relativi; 
reciprocamente si potranno derivare quelli da questi , che invece si de- 
terminino in via diretta; siccome può farsi con eguale agevolezza. 

Da prima avvertiamo , che gli stessi triangoli simili V t N , 
At'N, ed ALC, considerati nel n.® 45 , darebbero ancora le pro- 
porzioni VN:Nt::AC: AL, AN : Nt’ :: AC : LC ; dalle quali si ri- 
cavano i valori dei segmenti a — y = N t = — = J 6T~ ’ 



„ — M = Ml = Nt'= 



AN.LC 



;q— c’) 



e del pari si avrebbe 



AG aie 

„ X = ^**"0 6 c~ ■ somma (n. 39) , si ottiene 

4S« _s^ 

” — aie — 4flS fi 

I triangoli AMN ed ABC essendo simili (n.® 14), danno la propor- 
zione AM : M!^;: AB : BC, da cui segue x = MN=*-4t^=^^|^: 



e analogamente si troverebbero m = 
la somma x -h M -1- v = 2 rr= 



Hq-b-'l 






Quindi 

nVi;— g*)-l-l)«:q— f) »S* iS 



a b 



aOe 



AHS 



e la semisomraa 7r=-jj-' Parimeme si otlicne la superficie 

ovvero 2 = “ ' ^f^?*”** = : ma più prontamente, per la 

formala 2 = , avrebbesi questa 2 = . W-® ^ abc'’~^' 

= TTtW=-^^^- Di qui seguono i raggi t = ■2=^’ , 
. 2 /< 2 V-** — 2 q—c’ 

V 2R ’ jr— A*. 1 fi 7Ir-V j fi ’ 

Se vogliansi le attuali espressioni di x, ft. v ridotte alle forme 
del numero precedente ; si troverebbe , ad esempio , x = " ** ' 



ai(Wc«_4S») 16 R'S’-ta'S’ S 4 fi*-n* . „ „ — S 4fi--«i* 

= anc.n-a-) — 4«S.U-o>) — fi ■ q~a‘ ’ — n 

e ne risultano poi i segmenti n — v* q 



A. 

q-a' 



1 7t 



.9: 



-4fi' 



— fi ■ q-i’ 



S q-4«* 

— -ff • ir?" 



fi " 9—6’ 



Quindi ancora 



, r ■ - lq-t«"i’ ^S’iq-lfi’)* S(q-4fi’)_ 

la superficie 2 = e -_L — r — j-gj — =— yp—’ 



48. — In senso all’ osservazione fatta al principio del n.® 45 , 
considerando i punti <u, V, A, B, C, come i centri dei circoli cir- 
coscritto , inscritto, ed cscritti allo stesso triangolo LMN; esprimiamo 
ora , mediante i raggi corrispondenti , le distanze di questi centri fra 
di loro , secondo le formole già dimostrate per rapporto al sistema 
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analogo di punii 0, G, G’, G”, G”'. Si avrebbero le espressioni sc- 
gucnli (n.‘ 37 , 34) : 

t <»A oj B = coC 2^r'"; 



■< 

>■ 

II 

>* 

■p 1 
«c 

II 

p 


/— 




' t ' t "' 


= ac = ,^ 


/IL 

TT" 




AB = y 




come altre ancora potrebbero scriversi , per le distanze degli stessi centri 
ai vertici L, M, N del triangolo , a coi si rapportano. Or tutte queste 
formolo possono agevolmente verificarsi , coi valori cogniti dei raggi 
e dei lati che le compongono ; i quali sostituiti , verranno tosto a 
ridurre le medesime a quelle già conosciute. 

Infatti si trova rispettivamente: 

come al n.o 4i ; 



— "f ® co»' “B*. “C*, 

come al n.* 44 ; 



VA o(q-a') l/'be(q-b‘\{q-r‘) 

5c ■ a‘bc 



■w 






(g-6*K9— 



" b e 






, e così VB, ve, come al n.“40; 



a(g—a’).lJÌ 

a 4BS 



nr. — o(fl— 1/ b clq-b‘ìlq-< ’) 4B* a{fl— a») l/'iS'.tRt 

bc ' aHc ■(«-4»)(«-a«) — bc 

_ a (t-o») ^ — a ^ come è di fatto; avvertendo, in que- 
sto calcolo, aversi il quoziente • dietro il valor 

di k (n.‘ 39). 

In pari modo si verificherebbero le altre formale, esprimenti le 
distanze dei centri a, V , A , B , C ai vertici L , M , N , in fun- 
zione dei raggi ^ , r, t’, t", t'". 



49 . — Alle relazioni dimostrate , fra gli elementi determinati nel 
triangolo ABC dalle sue bi.^settrici angolari interne ed esterne, e 
dalle sue altezze , aggiungerò alcun' altre , relative alle mediane 
AH, B1,CK dello stesso triangolo; le quali si tagliano in Y (n.” 18), 
ai due leni ciascuna di sua lunghezza , a partir dal vertice , e ad 
tm terzo , a partire dal lato opposto. Noterò le lunghezze intiere di 
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questo mediane AFi, Bl, CK rispettivamente con a, e, y: e , nel 
triangolo ABC, si avranno immediatamente le relazioni principali : 

6 »+ c’ = 2 4 fl», a’+ c» = 2 ò*. a*+ 6»= 2 /+ -f c». 

Addizionandole insieme, si ottiene 2 (a’+ c*) .■= 2 («’-F-e’+y*) 

+ -T («*+ 6’+ c^), ossia A q = 2 (a» 4 - s» y*) + q, da cui segue 
la somma a*+ e* 4 ->*=-f 9, e cioè «’4-e*4-7’ = -^(«^4-6*4- c*), 
ovvero 4 (a’ 4 - ^* 4 - y’) -- 3 (a* 4 - 6*-|-c’). Quindi, atteso YA=-|-a, 
^ H = a , e cosi delle altre , ne risultano le somme dei quadrati 
delle distanze del punto Y ai tre vertici A , B , C , ed ai tre mezzi 
H , I , K dei lati opposti , espresse come segue : 

YA +YB +YC =i-fq = 4 q, yIÌVyI +YK = 4 - ^q = iq; 
come anche sarebbe quella dei prodotti 

YA.YH 4 -YB.YI + YC.YK = -|-. 4 q = -f q. 

Si può avere I arca S del^ triangolo ABC espressa in funzione 
delle sole mediane a, e, y; come si va a ottenere. 

50 . — Dalle relazioni prima scritte seguendone i valori di 

9 T ® —9 — r y^= q r • f'sulla la somma 

dei loro prodotti a due a due: 

a*e*+ »y + eY = 3 q*— q ( 2 o*+ 2 Ò»+ 2 c») +.l(a»6»4 a»c*+ ò»c») 

= •^(a*6»4-oV4-6»c*): 

ma si è trovato o* 6 » 4 -aV 4 -ÒV=q‘ 4 - 4 S*; perciò si avrà 
“ "H — 7^ 9 * 4 * "j" D'altronde , elevando al quadrato 

1 espressione «*4- 6*4- ^ si ottiene questa a*4- 2a*g*4- 
4-2«’y’4-2gV*4*y^=-7-q’, che rende cognita la somma a*4-g^4-/ 
— T 9^ 2(aV 4“ a’y*4- 6*7*) = - 7 - 9 * — T? * — T 

t" 9^ — I" S*; mentre si ha il doppio della prece- 
dente 2«’g*-l-2a*y*-|-2g’y*= -|-q* 4 “ perciò, sottraendo mem- 
bro a membro, con che viene il 9 a disparire, si conchiude l'equazione 
2a’g» 4- 2 aV4- 2eY— U*— e*-y*=~ S^+ f S» = 9S*; 
da cui si ricava 

S» = IL (2 a’g*4- 2 «V*+ 2 e V— «'- g<- y*). 
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Paragonando questa alla già nota espressione di 

S’=-^(2a’6*+ 2o^c»+ 26»c*— ««— c‘), 

si vede come , ad eccezione dei divisori numerici , presentino 
runa e l'altra la stessa forma di composizione in a, e, y, che 
in a, b, c: onde, se posto a + b + c = ìp , l'ultima diviene 
S*= 16 p(p — a) (p — 6) (p — c). ponendo analogamente 
a + e+ y= 2ff,si otterrà del pari S*= -y- • 1 6 a (j— «) (<r— e) (a—y) , 
da cui segue S=yJ/ a{s—a){,(s — e)(a—y)- 

51. — A questa medesima espressione si può pervenire più di- 
rettamente , mediante una costruzione geometrica. 

Avvertendo (fig. 7.*) che ciascuno dei triangoli ABY, ACY’, BCY 
sarebbe il terzo di ABC; atteso che riescono le loro altezze, verso 
la base comune , proporzionali alle parti corrispondenti delle me- 
diane , ed alle mediane intiere ; avrebbesi cosi , ad esempio , l' area 
ABC = 3. BCY. Ma, prolungala AH della quantità HX = HY, ed 
unito X a B e C, la figura BXCY risultando un parallelogrammo; 
dappoiché le sue diagonali BC e XY son divise ciascuna in H in 
due parli uguali; sarebbe il triangolo BCY equivalente al triangolo 
CXY , che è pur metà , come il primo , dello stesso parallelogrammo: 
onde si avrà ABC = 3. ex Y. Ora i lati di questo nuovo triangolo 
CXY sono a un tempo XY = 2YH = AY =—■<>., CX=BY=-^e, 
e CY=-|-y; per cui il suo intiero perimetro -|-« |-y 
si trova uguale a -y(a + 6+y) = = ed il suo mezzo 

perimetro uguale a quindi, come notando per p il semipe- 
rimetro di ABC, dai lati a, b, c, si ha la sua superficie 
S= yp(p — a)(p—b)ip—c) ; cosi , qui essendo -f"'' semiperime- 
tro di CXY , dai lati . -r ® a'eà la superficie di questo 

c\y=V f *--1-’') 

e)- 

ovvero C\'Ì = -yyg-(a — <t)-ia — e)-((>—y) : dunque si con - 
chiude l'area ABC = 3. CXY ossia S= — *)(« — 6)(ff — r). 

52. — La considerazione del triangolo CXY ci conduce pure ad 
altre rimarchevoli conseguenze. 
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Indicando in iigura ni cd n i |hiii(ì di mezzo dei lali CY e CX, 
nienirc H è quello del lato XY; è facile vedere come le mediane 
corrispondenli Xm ed Yn del triangolo CXY siano in ordine uguali 
alle metà dei lati AB c AC del triangolo ABC, allo stesso tempo che 
la mediana Cll è per se uguale alla metà di BC. Infatti, atteso 
CY doppio di KA', riuscendo la metà Cm = raA' = KY, si ha cosi 
la linea Km = YC = BX; onde la figura BXmK un parallelo- 
grammo, e perciò il lato Xm = BK = -j-AB. Parimente, atteso 
BA' doppio di lY, riuscendo Cn= -j-CX =-^BA' = lA' , sarà 
lYnC un parallelogrammo, dove cosi il lato An=lC=-^AC. 
Pertanto si dirà: 

Le mediane del triangolo CXA', formato coi lati uguali ai due 
terzi delle mediane di ABC, sono rispettivamente uguali alle metà 
dei lali di questo triangolo ABC medesimo. 

Indicherò appresso ogni triangolo, come ABC, dai lati a,b,c, 
colla notazione (a, b, c): cosi CXY potrà designarsi scrivendo 

(t“, 

Se colle mediane intiere a, e, y, si costruisca un triangolo 
(a, e, y), sarà questo simile all’ora detto CXY, stando i lali del- 
l’uno a quelli dell’ altro nel rapporto comune di 1 : -j- > ovvero di 3 : 2: 
quindi le loro mediane corrispondenti dovendo stare nel medesimo 
rapporto ; e già essendo quelle di CX Y uguali a a , - 5 - 6 , -j- c ; 
saranno in conseguenza le mediane di (a , S , y) uguali in ordine 
a -^o, ~b, -^c. Di qui la seguente proposizione generale: 

Le mediane di un triangolo formalo sulle mediane di un altro, 
riescono rispettivamente uguali ai tre quarti dei lali di quest' altro. 

Designando o', 6 ', e' le mediane del triangolo (a, e, y), aventi 
i valori detti, cioè a’=-^a, 6 '=-j- 6 , c'=-^c; se con tali 
rette a', b', c', come lati, si formi un nuovo triangolo (a', b', c'), 
sarà questo simile al proposto (a, b, e), dietro il rapporto comune 
(]j 1 , ossia di 3 : 4 dei loro lati corrispondenti. 

Continuando la serie di sifTalte costruzioni di triangoli, ciascuno 
formalo coi lali uguali alle mediane del precedente ; sarà facile ve- 
dere come lutti i triangoli di posto impari, a partire dal primitivo 
(o, b, c), si troverebbero simili fra loro ; e lutti quelli di posto pari , 
a partire dai detto (a, e, y), sarebbero pur simili fra di loro ad un 
tempo. 



Digilized by Google 




C7 

Indichiamo tali triangoli successivi colle notazioni (a, b, c), 
(a, e, y), (a', 6', C‘), («', e', r'). («”. c"). («". e", r"). ecc.: 

saranno, pel teorema precedente, le mediane o'=-^«, b'= ^b, 
c' = -^c, le mediane a'' = -^a', b"=-^b', c"=^c’, le me- 
diane a"'=^a", b'”=-^b'', c"'=-^c", eco.; onde il trian- 
golo (a, b, c) simile al jtriangolo (a', b', c'), questo simile 
al triangolo (a", b", c"), il quale anche simile al triangolo 
(a'", b'", c'"), e cosi di seguito; vale a dire lutti i triangoli 
(o, b, c), (a', b', c'), (a", b", c"), ecc. simili fra di loro ad 
un tempo. Parimente , in virtù dello stesso teorema , saranno le 
mediane «'=-^a, e'=-j-6, y'=-^y, le mediane a”=-La'^ 
e"=-^g', y"=-|-y', ecc.; per cui il triangolo («, e, y) simile 
al triangolo (a, 6', V')> Ttesto simile al triangolo («", e", y"), e 
via di seguito; onde ancora lutti i triangoli (a, e, y), (a', 6', y'), 
(a”, 6", y"), ecc. simili fra loro. 

I perimetri dei triangoli simili della prima serie riuscendo in or- 
dine -^.2p, (-J-)*. 2p , ecc., essi comporrebbero una progres- 
sione geometrica decrescente , di primo termine 2p, e di ragione ; 
onde, immaginando la stessa estesa all’ iniinilo, la somma di tutti 
i perimetri avrebbe per limite = 8p = 4(o-+-6 + c). Pari- 
mente i perimetri dei triangoli .simili della seconda serie essendo 
2ff, ('rf''25» ecc., la loro somma all’ infinito avrebl)c per 

limite 8ff=4(a+c + y). 

Nella prima serie , le superficie dei triangoli essendo in ordine 
S, -jf S, ecc., la somma di tutte queste aree decrescenti 

all’ infinito avrà per limile = ^-S. Parimente le superficie dei 

triangoli della seconda serie essendo V , U, ecc., dicendo V 

pel momento l’area di (a, e, y), sarà pur la loro somma all’Infi- 
nito espressa da ^ U, Ma questa U si può avere cognita mediante 
la S: infatti es.scndo U = sup (a, e, y) = — *)(« — e)(.u — y), 

dove 5=-^(a + S-f-y), e già essendosi trovato qui innanzi 
S = <s(a — a)(a — 6)(ff — y), si ha cosi la relazione S=-^U, 
ovvero U = -^S; onde l’ultima delta somma • -^S =:-^S. 

Riunendola alla precedente, sì avrà, per limile della somma totale delle 
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aree dei triangoli d' ambedue le serie, il valore -,-S = 4 A', 

cioè qualtro volle l’arca del triangolo primitivo ABC. 

' 53. — Le relazioni dimostrate nei precedente numero conducono , 
per più maniere , alla soluzione del seguente problema : 

Coflrurre un triangolo , di cui siano date le tre mediane. 

Per esempio, date «, S, y, se si formi un triangolo coi lati 
uguali a -j-*> T^’ ^ mediane di questo saranno i semi- 

lati del dimandato : onde basterà raddoppiarle ciascuna , e costrurre 
a parte un triangolo colle nuove lunghezze. 

Si può scmplifìcare la soluzione , a norma della figura 7*. Sup- 
posto CXY il triangolo formato (-|-*, -j-6, prolunghi 

la sua mediana GII fino in B di una quantità uguale a se stessa, c 
da B c C si conducano delle |>arallclc alle altre due mediane Xin 
ed Yn, si avrà costrutto il triangolo richiesto ABC, per l'avvenuto 
incontro di dette parallele in A. Più semplicemente: si prolunghi XY 
fino in A della quantità YA=YX, al tempo stesso che si pro- 
lunga CH in B della quantità HB = HC: segnando AB c AC, si 
avrà tosto in ABC il triangolo dimandato. 

Se colle mediane intiere date a, e, y, si costruisse un triangolo, 
nelle mediane di questo (a, e, y) si avrebbero i tre quarti dei lati 
a, b, c del triangolo dimandato; onde sarebbe facile dedurre le 
lunghezze dei lati intieri medesimi. 

Costruendo invece un triangolo coi lati -j-», -|-C, -j-y, si ot- 
terrebbero subito nelle sue mediane i veri lati del triangolo richie- 
sto ABC. 

Ma siffatte costruzioni obbligherebbero però ad effettuare a |>arte 
delle divisioni in tre parti tiguali, od in quattro parti ugmli di rette 
date, 0 trovate: si potrà ciò evitare ancora, procedendo come segue. 

Sui doppi mediane date, cioè sopra ìa, 2s, 2y, come 

lati , si costruisca un triangolo : le mediane di questo saranno uguali 
ai ossia ai dei lati del triangolo dimandato: ma siccome d’al- 
tronde tali mediane si tagliano fra loro ciascuna in due parti, l’una 
doppia dell’ altra , così vedesi che si avranno immediatamente nei 
segmenti maggiori delle stesse mediane del triangolo (2 a, 2e, 2y) 
le vere lunghezze dei lati del triangolo richiesto (n, b, c). Sarà 
facile inoltre formare questo nel luogo della stessa fatta costruzione 
ausiliaria. 
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lìi. — Terminerò questa Memoria con alcune osservazioni sulla 
figura considerala , in riguardo S|>ecialmcnle alla tangenza del circolo 
medioscriUo coi circoli inscriUo ed cscriuì del triangolo ABC. 

il punto di contatto di due circoli tangenti essendo sempre situalo 
sulla linea dei loro centri ; questo risulta ben marcalo con distin- 
zione , nel tracciamento completo dell' attuale figura , per rispetto ai 
circoli escriui , che sono tangenti eslemamente al circolo medio- 
scritto; ma riesce sempre un |m>' confuso, nel disegno, riguardo al 
circolo inscritto, che vi è tangente infernamenle , con di più i cen- 
tri rispettivi a poca distanza fra loro, ed i raggi di poco difTcrciili: 
or |M)lrà servire d’ ajuto , a meglio precisare un tal punto di cob- 
tallo, la seguente osservazione di teoria. 

Si sa che quando due circoli son tangenti , uno dei loro centri di 
sitnililudine si riduce sempre al punto di contatto : e che questo si 
è il pi-imo centro di similitudine , od il secondo , cioè I’ esterno , o 
r interno (n.® 18), secondo che i circoli son tangenti internamente, 
ovvero esternamente fra di loro: d'altronde tali centri di similitu- 
dine , per definizione , sono i punti , dove concorrono le rette con- 
dotte per le estremità di ogni coppia di raggi paralleli , diretti nel 
medesimo senso, o in senso contrario. 

Quindi se , valendosi dei raggi paralleli già segnali in figura , si 
conducano le rette (presi i Z rispettivamente sopra 

a, b, c), queste dovranno concorrere in comune al punto di cou- 
tatto del circolo inscriUo col circolo medioscritto , d' altronde situato 
sulla linea dei loro centri G<u: ed inoltre, già essendo V il primo 
centro di similitudine dei circoli 0 ed co (n.® 18), se si determini 
parimente quello x dei circoli 0 c G , situalo sulla OG , la retta V x 
dovrà passare ancora allo stesso punto di contatto ; dappoiché i tre 
centi'i di similitudine sono in linea retta fra di loro. Analogamente, 
conducendo invece le rette 11', iT , fi' (presi pure i T nell’ or- 
dine detto), dovranno esse passare pel punto di contatto del .circolo 
cscrillo , di centro G', col circolo medioscritto ; e cosi degli altri. Si 
può osservare, che il triangolo risultando a lati paralleli (|ier- 
pcndicolari sulle stesse bissetlrici) col triangolo 111, nel circolo in- 
scritto ; le rette indicate sarebbero quelle condotte pei loro vertici 
omologhi; c il detto punto di contatto sarebbe cosi quello di loro 
concorso comune. Analogamente dicasi pei due triangoli Se'r' c Z'Z'Z', 
risultanti a lati paralleli-, come pure per quelli delle coppie sl'y' 
e ’irT'T', e ?5'«' c ’l ' l 'T". 
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Iii6ne se dai punii i, e, f si conducano al circolo inscritto delle 
tangenti, queste riuscirebbero uguali ris|H.'llivunicnle alle curde SL, 
ìM, yN delle metà degli archi LJH, Mil, N?K del circolo medio- 
scritto ; e risultati analoghi pur si avrebbero per gli altri circoli 
cscrilli ; salvo a prendere, in luogo di alcuni dei punti e, y, i loro 
diametralmente opposti : ma questo fallo risulta da un teorema spe- 
ciale sulle posizioni dei circoli in un piano , che non credo avver- 
tilo;- e che, presenlandomisi qui l'occasione, giudico op|)ortuno di 
far conoscere. 

• 3o. — Il teorema , di cui si parla , può essere così enuncialo : 

Dall due circoli C e K , si tracci nell’ uno C una corda A B , 
che riesca j prolungala se occorra , tangente all’ altro in un punto D : 
segnato il raggio KD, vi si conduca parallelo il raggio CE, nel 
medesimo senso , o in senso contrario , secondo che il punto D sia 
sopra AB, o sul suo prolungamento : quindi da E si tiri una no- 
vella tangente EF a/ circolo K, e la corda E A nel circolo C. Sarà 
EF = EA, tulle le volle che i circoli sian tangenti fra di loro: 
sarà EF < EA ; quatulo i circoli siano interni l’ uno all’ altro 
senza toccarsi ; ovvero si taglino , e il punto D sia sid prolunga- 
mento di AB: sarà infine EF>EA , quando i circoli siano esterni 
r uno all’ altro senza toccarsi; ovvero si taglino , e il punto D sia 
sopra la corda AB. 

(É invitalo il lettore a tracciarsi le figure per gli altri casi, ol- 
tre quelli solo presentali nella fig. 8.*). 

Dimostrazione. Fatta la costruzione indicata nell' enunciato del teo- 
rema , si tiri la retta ED , che si prolunghi fino a incontrare le cir- 
conferenze C e K in II ed I , c si unisca il punto II al punto A. 
Risulteranno sempre in figura i due triangoli A ED ed A E IL simili 
tra loro , per avere in E un angolo comune , ed inoltre l' angolo 
DAE = AHE, come inscritti in segmenti uguali dello stesso circolo C: 
avvertito che l’arco EB è uguale all’arco E A; riuscendo il rag- 
gio CE perpendicolare sulla metà della corda AB, dall'essere paral- 
lelo a KD perpendicolare sulla tangente AB: quindi si avrà la pro- 
porzione AE : EH:: E D : AE , da cui segue AE*=rEll.ED. D’altra 

2 

|)arle, nel circolo K, la tangente EF =E1.ED: dunque si ha sem- 
2 2 

pre il rapporto EF : EA :;EI:EII 

Or se i circoli siau tangenti fra di loro , sia internamente , sia 
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esternamente, i due punti H ed 1 si confondono in un solo col punto 
di contatto , il quale riesce I' uno o I' altro dei due centri di simili- 
tudine dei circoli medesimi ; dap|ioicliè E D è condotta per le estre- 
mità della coppia di raggi paralleli CE c KD, diretti nel medesimo 
senso, 0 in senso contrario: perciò, essendo EI = EH, si con- 
chiude EF*=EA^, ossia EE = EA. 

Se i circoli siano interni l'uno all'altro; ovvero si taglino, e il 
punto D sia fuori dei circolo C; riesce sempre in figura EI < Eli , 

per cui EF*< EA*, ossia EF < EA. 

Se i circoli siano esterni 1' uno all' altro ; ovvero si taglino , e il 
punto D sia sopra AB; allora si ha sempre in figura E1>EH, per 

cui EF*>EA*, ossia EF>EA. 

Ancora ai limiti delle posizioni del punto D sul prolungamento 
di AB, 0 sopra AB; in cui D coincidesse con un dei punti di in- 
tersezione dei due circoli C e K, nel caso che si taglino; conti- 
nuando a condurre i raggi paralleli KO e CE tuttavia in senso op- 
posto, 0 nel medesimo senso; avrebbe del pari luogo il teorema: 
come apparirà chiaro di per se dalle apposite figure. 

Osservazione I. L'uguaglianza di EF ad E A avendo luogo soltanto 
nel caso dei circoli tangenti ; se dessa trovisi adunque verificata in 
due circoli dati , si |K)trà conchiuderne reciprocamente che questi son 
tangenti fra di loro; e d'altronde internamente od esternamente, se- 
condo che il punto D sia sopra AB, o sul suo prolungamento. Que- 
sta novella espressione della condizion di tangenza di due circoli , 
potrà ben riuscire utile qualche volta. 

Osservazione li. Associando in altro ordine i varj casi contem- 
plati , si può modificare l' enunciato del teorema , conservando lo 
stesso il primo periodo , e cangiando il secondo , come segue : 

Se il punto D cada sopra AB, sarà EF uguale, o minore, o 
maggiore di EA, secondo che i circoli sian tangenti internamente, 
od interni senza toccarsi , ojipur si taglino: se il punto D si trovi 
sul prolungamento di AB, sarà EF uguale, o maggiore o minore 
di E A , secondo che i circoli sian tangenti esternamente , od esterni 
senza toccarsi , oppur si taglino. 
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Nota al »i.® 4 , pag. 0 , e appresso. 



Il (corema enuncialo al n.® 4' può essere dicnoslralo più semplice- 
mente come segue. 

Atlcso gli angoli retti GBG' e GCG', sai-à GG' diametro di un 
circolo , che passerà ad un tempo per i vertici B e C ; figurando in 
questo circolo BC come corda , si avrà il suo centro insieme contenuto 
sulla perpendicolare HO elevata al mezzo H di essa BC: onde tal 
centro sarà in D, punto comune alle due rette GG' ed HO; e per 
conseguenza D ugualmente distante dai quattro punti B, C, G, G'. 

Parimente, atteso gli angoli retti G"BG‘" c G"CG”', sarà G"G"' 
diametro di un circolo , che passerà ad un tempo per i vertici B e C: 
figurando pure in questo circolo BC come corda , si avrà il suo centro 
insieme contenuto sulla perpendicolare HO elevala al mezzo H di 
essa BC : onde tale centro sarà in D', punto comune alle due rette 
G"G"' ed HO; e per conseguenza D' ugualmente distante dai quat- 
tro punti B, C, G", G'”. — 

La dimostrazione data al n.® 4 avrebbe però il vantaggio di co- 
minciare a famigliarizzare il lettore nello studio della fig. 1.*, circa 
le relazioni degli angoli che presenta , c loro misure ad un tempo 
avvertite, che sono di mollo interesse per il seguilo della Memoria. 
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